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O Eulerovom teoremu o particijama

Ivica Martinjak*

Sazetak

U ovom radu prikazujemo Eulerov teorem o particijama, koji nam
govori da je broj neparnih particija svakog prirodnog broja jednak broju
strikinih particija tog broja. Najprije navodimo bijektivni dokaz ovog
teorema te dokaz pomocu funkcija izvodnica. Opisujemo dvije Syl-
vesterove bijekcije koje ne samo da dokazuju Eulerov teorem ve¢ daju
nekoliko daljnjih tvrdnji. Fineov teorem ilustriramo iterativnim pos-
tupkom Dysonove bijekcije na konkretnim primjerima.

Kljuéne rijeéi: particija, Eulerov teorem, rang particije, bijekcija,
funkcija izvodnica, Sylvesterova bijekcija, Dysonova bijekcija

On the Euler’s Partition Theorem

Abstract

In this paper, we present the Euler’s partition theorem, which states
that for every natural number the number of odd partitions is equal to
the number of strict partitions. First, we prove this theorem bijectively
and then using generating functions. We present two Sylvester’s bi-
jections which, besides proving Euler’s theorem, also give a few other
refinements. Fine’s theorem is illustrated by using Dyson’s bijection
iteratively on concrete examples.
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Ivica MARTINJAK
1 Uvod

Particija A broja n je prikaz tog broja kao sume prirodnih brojeva, pri ¢emu
je poredak sumanada irelevantan. Tako primjerice, postoji sedam particija
broja 5,

(5),(4,1),(3,2),(3,1,1),(2,2,1),(2,1,1,1),(1,1,1,1,1).

Teorija particija, koja se bazira na ovako definiranom pojmu, vrlo je bogata
te duboko povezana s ostalim podrucjima matematike [I}[7], a takoder na-
lazi primjenu i u fizici [3].

To¢nije, particiju broja n € IN definiramo kao niz A = (A1, Ag,...,A)) i
piSemo A F n, pri ¢emu vrijedi

Ai €N, A > Ajyq, te

l
Z )Ll' = n.
i=1

Brojeve A; nazivamo dijelovima particije a broj n teZina particije. Broj dijelova
| particije oznac¢ujemo s /(A) inazivamo duljina particije. Skup svih particija
broja n oznacimo s Py,

Pn:={A:AFn}.

Broj particija od n ozna¢ujemo s p(n), p(n) := |Py,|. Istaknuti podskupovi
ovog skupa su podskupovi O, particija ciji su svi dijelovi neparni, i njih
¢emo zvati neparnim particijama, te D, onih particija ¢iji su dijelovi medu-
sobno razli¢iti, i njih ¢emo zvati striktnim particijama,

Op:={AFn:A=1 (mod2), i=1,...,1(A)}
Dn::{/\l—n:)\i#/\j, Vi # j}.

Particije cesto prikazujemo graficki, bilo pomoc¢u Youngovog dijagrama bilo
pomocu Ferrerovog grafa te ¢emo i u ovom radu koristiti takve prikaze, po-
sebno pri opisima bijektivnih preslikavanja. Youngov dijagram moZzemo
definirati kao skup parova (i, ]) € Z? takvihda1<i<1[,1< j < A Yo-
ungov dijagram reprezentiramo geometrijski u ravnini R?, tako da tocke
i rastu u smjeru ordinate s orijentacijom prema ishodistu a tocke j rastu u
smjeru apscise s orijentacijom od ishodista. Ekvivalentno definiramo Fer-
rerov graf (razlika je u tome da kod Youngovog dijagrama tocku (i, ) cr-
tamo kao kvadrat s centrom u toj tocki). Slika [I|ilustrira obje te reprezen-
tacije na primjeru particije (5,4,2) broja 11.
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Slika 1: Youngov dijagram (lijevo) i Ferrerov graf (desno) za particiju A =
(5,4,2).

Veé na navedenom uvodnom primjeru mozemo ilustrirati neke najocigled-
nije ¢injenice o broju particija s odredenim uvjetima na dijelove. Broj par-
ticija A - n s k dijelova oznacimo s py(n). Pogledamo li paZljivije particije
broja 5, zapazamo da postoje dvije particije koje se sastoje od tri sumanda,
dakle p3(5) = 2. Jednako je toliko i particija od 5 ¢iji je najveci dio 3. Ova
pravilnost vrijedi opéenito, za svaki n € IN,

pr(n) = [{AFn:g(A) =k}, )

pri ¢emu je g(A) najvedi dio u particiji A, tj. g(A) = A1. U to se lako uvje-
rimo na sljedeéi nacin. Reprezentiramo particiju A - n, [ (A) =k, Youngo-
vim dijagramom odnosno Ferrerovim grafom. Tada preslikamo Youngov
dijagram tako da se dobije konjugirana particija y - #, a njezin najveci su-
mand je jednak duljini pocetne particije (slika[2). Dakle, kazemo da je par-
ticija A konjugirana obzirom na particiju p ako su im Youngovi dijagrami
simetri¢ni obzirom na glavnu dijagonalu. O¢ito su takve particije jednako-
brojne, tj. o¢ito vrijedi relacija (T).

[ 1] |

| = |

Slika 2: Par konjugiranih particija A = (5,3,2) iy = (3,3,2,1,1).

Kazemo da je particija samo-konjugirana ako je jednaka svojoj konjugiranoj
particiji. Lako se, na sli¢an nacin kao za jednakost (T), vidi da je broj samo-
konjugiranih particija A = # jednak broju particija # = n ¢iji su svi dijelovi
razliciti i neparni.

U propoziciji[l.T|donosimo jo neke jednakosti. Dokaz za i) se moZe pronaci
u [14], dokaz za iii) u [9] a i) slijedi iz 7).

Propozicija 1.1. Za svaki prirodni broj n

i) pr(n) = pr_1(n — 1) + pr(n — k)



Leonhard Euler
(1707.-1783.)

jedan od najznacajnijih
matematicara u povijesti,
poznat i po jednoj od
najljepsih jednakosti u
matematici:

FT+1=0
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i) p(n) = pn(2n)
iii) p(n) = py” (20 +d(3))
gdje je p,(d)(n) =H{Abn: A=A >di=1,...,1-1}|

Relacije koje uklju¢uju broj particija p(n) su zasebna bogata i zanimljiva
tema, pa ovdje objasnjavamo samo jedno osnovno brojevno svojstvo od
p(n). U tu svrhu navedimo tabli¢no vrijednosti ove funkcije za nekoliko
prvih prirodnih brojeva. Dogovorno uzimamo daje p(0) = 1.

nopn) omop)  wope)  n pn)
0 1 5 7 10 42 15 176
1 1 6 11 11 56 16 231
2 2 7 15 12 77 17 297
3 3 8 22 13 101 18 385
4 5 9 30 14 135 19 490

Zapazamo da je svaka peta vrijednost p(n) djeljiva brojem 5, pa naslu¢u-
jemo da vrijedi

p(5n+4) =0 (mod 5), ()

za svaki n € INg. Ovu je kongruenciju otkrio i dokazao znameniti indij-
ski matematic¢ar S. Ramanujan, poznat po svojem istan¢anom osjecaju za
brojeve (za detalje o dokazu vidjeti [1]). Stovise, Ramanujan je dokazao
i druge sli¢ne kongruencije za p(n). Lak zadatak za Citatelja je pronaci u
tablici kongruencije po modulu 7 i 11 te ih izraziti relacijama sli¢nima (2).
Ramanujan je, zajedno s G. H. Hardyjem, 1918. godine pronasao i asimp-
totsku relaciju za p(n),

1 Tv/2n/3
~N — . 3
p(n) 41’1\@6 ®)

Do daljnjih rezultata u tom smjeru dosao je H. Rademacher [13]]. Jednako
kao i Rademacherov izraz, netrivijalni su i eksplicitni izrazi za p(n) koji su
dobiveni tek nedavno a mogu se vidjeti u [5, 6].

Sada ¢emo iskazati Eulerov teorem, koji dovodi u vezu brojeve neparnih i
striktnih particija a koji predstavlja jednu od osnovnih relacija za particije.

Teorem 1.1. (Euler) Za svaki prirodni broj n, broj neparnih particija A = n
jednak je broju striktnih particija y - n,

|On| = |Dn|' 4
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Razmotrimo bijektivni dokaz ovog teorema na primjeru particije 4 = (6,5, 4).
Svaki parni dio u particiji rastavljamo na dva jednaka pribrojnika, i to po-
navljamo sve dok ne dodemo do samih neparnih sumanada,

(6,5,4) — (3,3,52,2)
- (3,3,51,1,1,1)
- (5,3,3,1,1,1,1).
Jasno je da ovim postupkom uvijek od polazne striktne particije u - n do-
bivamo neparnu particiju A - #.
U drugu ruku, ponavljanje zbrajanja jednakih dijelova u (neparnoj) par-
ticiji A uvijek rezultira (striktnom) particijom iste tezine. Dakle, u naSem
primjeru vrijedi
(5,3,3,1,1,1,1) — (5,6,2,2)
— (5,6,4)
—  (6,5,4).
Gornja razmatranja daju jednostavan bijektivni dokaz Eulerovog teorema.

U nastavku ¢emo vidjeti jos neke dokaze ovog teorema, i to ne samo bijek-
tivne. No, prije toga ilustrirajmo ovaj teorem jednim primjerom.

U primjeru[I.Tjnavodimo sve particije koje se nalaze u skupovima O i D.
Od 11 particija broja 6, svaki od tih podskupova skupa Py broji Cetiri ele-
menta. Dakle, sukladno Eulerovom teoremu vrijedi |Og| = |Dg|. Pret-
hodno opisana bijekcija neke particije preslikava same u sebe, kao $to je to
ovdje slucaj s (5,1).

Primjer 1.1.
O¢ ={(51),(3,3),(3,1,1,1),(1,1,1,1,1,1) }
De = {(6), (5r 1)/ (4/2)/ (3/ 2, 1)}

Do sada smo vidjeli jednostavan bijektivni dokaz Eulerovog teorema. No,
sam Euler je istrazivao particije pomocu funkcija izvodnica. Stoga ¢emo pri-
kazatiidokaz ovog teorema na tajnacin. U tu svrhu éemo najprije, ukratko,
objasniti ovaj vaZzan kombinatoricki koncept. Promatramo skup S = {1,2,3}.
Sve moguce striktne particije prirodnih brojeva koje mozemo formirati od
elemenata ovog skupa su

(1),(2),(3),(2,1),(3,1),(3,2), (3,2,1).

Nadalje, pomnoZimo li

(1+x)(1 +x2)(1 + x3)
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dobivamo polinom
1 +x+x2 +X1+2 +x3 +x1+3 +X2+3 +x1+2+3

gdje eksponenti na desnoj strani ove jednakosti daju upravo sve moguce
striktne particije s dijelovima iz skupa S. Dakle, ovdje imamo dvije particije
broja 3 te pojednu particiju brojeval, 2,4, 516, s dijelovima iz S. Op¢enitije,
kadaje S = {1,2,...,r} vrijedi

r

[T +x) =Y DY) |«

i=1 n>0
gdje je Dﬁ,r) skup striktnih particija od # s dijelovima iz skupa S. Znaci, u
slu¢aju da Zelimo generirati particije za proizvoljni n, skup S treba sadrza-
vati sve prirodne brojeve. Tada vrijedi

o

I]a +xl) = Y [Dylx",

i=1 n>0

paje

F(x) =] +x) (5)

i=1

funkcija izvodnica za brojeve | Dy particija iz skupa D, n > 0. Razmo-
trimo sada particije kod kojih je dopusteno ponavljanje dijelova. Ako, pri-
mjerice, dopustimo da se svaki element skupa S = {1,2,3} moZe pojaviti
najvise dva puta u particiji, onda umnozak

(T4t + 2 (1 + 2%+ 222) (1 + 23+ 313)
daje polinom
Tt x+xd a2 g 2P2 oy 2424343
gdje eksponenti predstavljaju sve moguce particije s dijelovima iz S koji se

ponavljaju najvise dva puta. Opcenitije, ako je S = {1,2,...,r} a pojedini
se dio moZze ponoviti najviSe d puta, onda umnozak

T+ + 2+ 4 2
i=1
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daje funkciju izvodnicu za brojeve takvih particija. Konacno, dopustimo li
da suma u faktorima bude beskona¢na te da S bude skup prirodnih brojeva,
tada vrijedi

[0}

H(1+xi+x2i+..~) =Y |Pulx".

i=1 n>0
Time dobivamo
1

- _ n
gl—xi_Z“Dn'x'

n>0

$to znaci da je lijeva strana ove jednakosti funkcija izvodnica za brojeve
p(n) = |Py| particija od n. Sli¢nim razmatranjem se vidi da je G(x),

d 1
G(x) = 11 1_ 21 (6)
i=
funkcija izvodnica za brojeve |Oy|, tj. brojeve neparnih particija, [14].

Sada imamo

= (=) (1xh) (1-20) (128
Ho+ =y e,
1
T A-x)(1-2)

$to dokazuje Eulerov teorem.

2 Sylvesterova bijekcija

DokaZzimo sada Eulerov teorem pomoc¢u bijekcije koju je pronasao engleski
matematicar J. Sylvester. Nekaje A = (Aq,...,A;) - n neparna particija
od n s dijelovima A; = 2m; + 1, m; € IN. Tada dio A; u Ferrerovom grafu
mozemo reprezentirati s m; horizontalnih vrhova, m; vertikalnih i jednim
vrhom koji povezuje ta dva dijela. U sljede¢em koraku, horizontalne i pri-
padne dijagonalne vrhove povezujemo u dijelove, jednako kao i vertikalne
i pripadne dijagonalne. Tako dobiveni brojevi ée biti medusobno razliciti.
Naime, dijelovi s vertikalnim krakom imaju najvi$e onoliko tocaka na di-
jagonali koliko i njihov prethodnik a barem jednu to¢ku manje u kraku.

James Joseph Sylvester
(1814.-1897.)

engleski matematicar,
poznat po doprinosima u
teoriji matrica, teoriji
brojeva i kombinatorici.
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Dijelovi s vodoravnim kracima takoder su uvijek manji od prethodnika.
Naposljetku, od tih dijelova konstruiramo standardni Youngov dijagram,
koji reprezentira striktnu particiju # + n. Lako se vidi da obrnuti slijed
ovog postupka daje neparnu particiju, ¢ime zaklju¢ujemo dokaz.

Slika 3: Sylvesterova bijekcija za A = (7,5,5,3), p = (7,6,4,2,1).

Slika 3| prikazuje opisani postupak. Spomenimo da se ova bijekcija pone-
kad naziva i konstrukcija udice (engl. fish-hook construction).

Teorem 2.1. Neka sum,n € N, u & n striktna particija i g(u) = m. Tada je
broj neparnih particija A - n za koje vrijedi g(A) + 21(A) = 2m + 1 jednak broju
particija p.

Dokaz. 1z opisane bijekcije, koja je na slici 3| prikazana na konkretnom pri-
mjeru, slijedi

s =M =1,

Iz ovog izraza odmah dobivamo

28(n) = g(A) —1+2I(A)
Q(A) +21(A) =2m +1,

¢ime je teorem dokazan. O

Sljededi primjer prikazuje tvrdnju teorema [2.1{u konkretnom slucaju. Pro-
matramo neparne particije broja 10 tj. particije u skupu Oy kao i striktne
particje, tj. particije u skupu Dy te ih razvrstavamo u podskupove obzirom
na vrijednost m najveéeg dijela particija u Dyg. Pri tome, primjerice, za par-
ticiju A = (7,1,1,1) vrijedi 7+ 2 - I(A) = 15 pa se ona nalazi u podskupu
od Oy definiranim s m = 7. Taj podskup broji dva elementa obzirom da
postoje dvije particije u Dyg ¢iji je najvedi ¢lan 7. Citatelju prepustamo da
primijeni opisanu Sylvesterovu bijekciju kako bi vidio u koju ée se particiju
preslikati doti¢na (7,1,1,1).
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Primjer 2.1.

m O1o Dy

10 (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) (10)

9 (3,1,1,1,1,1,1,1) (9,1)

8 (5,1,1,1,1,1) (8,2)

7 (7,1,1,1),(3,3,1,1,1,1) (7,3),(7,2,1)
6 (9,1),(5,3,1,1) (6,4), (6,3,1)
5 (7,3),(3,3,3,1) (5,3,2), (5,4,1)
4 (5,5) (4,3,2,1)

Sylvesterova bijekcija je vrlo znacajna u teoriji particija, ne samo zato Sto
pomocu nje dokazujemo Eulerov teorem i teoremnego ona omogucuje
profiniti Eulerov teorem i na druge nacine [10].

3 Jednakost broja razlic¢itih neparnih dijelova i
broja nizova

Sylvester je pronasao jo$ jednu prekrasnu bijekciju koja ne samo da doka-
zuje Eulerov teorem nego pokazuje i viSe. Promotrimo li, primjerice, par-
ticiju

A=(11,11,11,7,7,3,3,3,1)
vidimo da se radi o neparnoj particiji broja 57 pri ¢emu se javljaju Cetiri raz-
licita sumanda. Prikazat éemo ovu particiju pomoc¢u modificiranog Ferre-
rovog grafa, na nacin da pojedini redak broji onoliko vrhova koliki je po-
jedini sumand particije, a dobiveni graf je simetri¢an obzirom na sredi$nju
os, kao 8to prikazuje slika [ (gore). Sada ¢emo na tom istom grafu vrhove
povezati u dijelove particije na nacin kako prikazuje slika |4 (dolje). Time
dobivamo particiju y = (14,12,11,7,6,5,2). Dakle, sumand u dobivenoj
particiji je jednak broju vrhova u pravom kutu (koji je sastavljen od pove-
zanih vrhova). Ovako dobiveni dijelovi ¢e uvijek biti razlic¢iti te vrijedi i
obrat. Stoga zaklju¢ujemo da se radi o novoj bijekciji koja dokazuje Eule-
rov teorem.
Primijetimo sada da particija y sadrZi Cetiri maksimalna niza ¢iji su ¢lanovi
uzastopni brojevi,

(14), (12,11), (7,6,5), (2),

te da particija A ima upravo Cetiri razli¢ita sumanda. Detaljnijim razmatra-
njem opisane bijekcije uvjerit ¢emo se da ovakva jednakost vrijedi opéenito,
za svaku tezinu particije. Definiramo da je centralni pravi kut onaj ¢iji je
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Slika 4: Preslikavanje particije (11,11,11,7,7,3,3,3,1) s Cetiri razli¢ita ne-
parna sumanda u striktnu particiju (14,12,11,7, 6,5, 2), koja sadrzi
takoder Cetiri niza uzastopnih brojeva.

vertikalni krak u centru i ima najve¢i broj vrhova. Drugi u slijedu je kut s
lijevim susjednim vertikalnim krakom, tre¢i onaj sa desnim susjednim ver-
tikalnim krakom itd. Obzirom da je razmatrani graf simetrican, pravi kut

¢iji je horizontalni krak na lijevoj strani ima:

e barem jedan vrh manje u horizontalnom kraku nego njegov prethod-
nik,

e najvise onoliko vrhova u vertikalnom kraku koliko i njegov prethod-
nik.
Pravi kut ¢iji je horizontalni krak na desnoj strani ima:
e barem jedan vrh manje u vertikalnom kraku nego njegov prethodnik,

e najvise onoliko vrhova u horizontalnom kraku koliko i njegov pret-
hodnik.

Drugim rije¢ima, pravi kut ima to¢no jedan vrh manje od prethodnika uko-
liko im vertikalni kraci po¢inju u istom retku (gledajuc¢i odozdo) a horizon-

10
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talni kraci su sastavljeni od jednakih dijelova pocetne particije. Iz ovog sli-
jedi da se niz, s doti¢nim uvjetom, nastavlja sve dok desni pravi kutovi po-
¢inju u istom retku (gledajuc¢i odozdo) a horizontalni krak im je sastavljen
od jednakih dijelova originalne particije. Ovim razmatranjem smo doka-
zali da ¢e se svaka particija s k razlicitih dijelova preslikati u particiju s k
nizova uzastopnih brojeva. Kako vrijedi i obrat [1]], u ¢ije se obrazlaganje
ovdje ne¢emo upustati, vrijedi sljededi teorem.

Teorem 3.1. Broj neparnih particija A = n koje imaju k medusobno razlicitih dije-
lova jednak je broju striktnih particija y = n Ciji dijelovi formiraju k maksimalnih
nizova uzastopnih brojeva.

4 Fineovo profinjenje

Definiramo pojam ranga particije A, u oznaci r(A), kao razliku najvecéeg su-
manda g(A) i broja dijelova I(A),

r(A) = g(A) = I(A).

Ovaj je pojam uveo engleski fizi¢ar i matematicar F. Dyson motiviran nala-
Zenjem kombinatornog objasnjenja spomenutog Ramanujanovog teorema
koji kaze da je p(5n + 4) djeljiv s 5 za svaki n € IN. Ovdje ¢emo vidjeti
kako taj pojam omogucuje daljnje, jace, tvrdnje. Skup particija A |- n ranga
r ozna¢imo sa P, ». Nadalje, skup particija od n ranga manjeg ili jednakog r
oznacimo sa H,,, a skup particija od n ranga veceg ili jednakog r oznac¢imo
Gn,r. Lako se mozemo uvijeriti da vrijedi

p(n,r) =h(n,r)—h(n,r—1) (7)
g(n,r) = h(n, —r) ®)
gdje su p(n,r),h(n,r),g(n,r) redom veli¢ine prethodno definiranih sku-
pova.
[ ﬁ
I % |
Slika 5: Dysonova bijekcija za slu¢aj A = (7,6,5,3,1) € Hapri1,

U= (6, 6,5,412) S g22+r,rfl-

11

A 4
Freeman Dyson
(1923.-...)

engleski teorijski fizicar i
matematicar, poznat po
svom radu iz kvantne
termodinamike,
astronomije i fizike cvrstih
tijela.
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Lema 4.1. Broj particija A & n ranga r(A) < 1+ r jednak je broju particija
pubEn+rrangar(p) <1-—r,

h(n,14+r)=h(n+r1—r). )

Dokaz. Nekaje ¢, : Hy 41 — Guyrr—1 funkcija koja prvi stupac u Youn-
govom dijagramu particije A € H, ;11 premjesti iznad prvog retka ostatka
dijagrama, te ga produlji za r kvadrata (slika[5). Kako bismo dokazali da je
dobivena particija y € G4, ,—1 trebamo se uvjeriti da vrijedi

| =n+rte
r(p) >r—1,

od Cega je prvi uvjet ocigledno ispunjen. Kako je duljina particije  manja
ili jednaka I(A) + 1 vrijedi

r(u) =) —1(w) =1A) +r—1(p) >r—1,

¢ime je i drugi uvjet ispunjen. Naposljetku koristimo relaciju (8). Obrat
ovog postupka takoder vrijedi te time zaklju¢ujemo dokaz.

Iterativnim koriStenjem Dysonove bijekcije moze se dokazati sljedeci te-
orem N. Finea [10]. Vidjet éemo da ne samo da vrijedi |O,| = |D,| nego
moZzemo formirati podskupove oba ova skupa, obzirom na rang, i njihove
¢e veli¢ine biti jednake.

Teorem 4.1. (Fine) Neka je r € INg. Broj neparnih particija A = n s najvec¢im
dijelom jednakim 2r + 1, jednak je broju striktnih particija y = n C&iji je rang
r(p) =rilir(p) =2r+1.

Primjer (4.1 prikazuje deset neparnih particija broja 10, te 10 strikinih par-
ticija, koje su razvrstane u pet podskupova obzirom na rang. Vidljivo je da
podskupovi od Oy i Dy pridruzeni pojedinoj vrijednosti r sadrze jednak
broj particija. Tako u svakom podskupu za r = 4 imamo po jednu particiju,
za r = 3 su dvije particije itd.

Primjer 4.1.

r 010 Dy

4 (9,1 (10)

3 (7,3),(7,1,1,1) (8,2),(9,1)

2 (5,5),(5,3,1,1),(51,1,1,1,1) (6,4),(7,2,1),(7,3)
1 (,1,1,1,1,1,1,1),(3,31,1,1,1),(3,3,3,1) (53,2),(54,1),(6,3,1)
0 (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) (4,3,2,1)
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Umjesto formalnog dokaza teorema primijenit ¢emo Dysonovu bijek-
ciju na neke slucajeve. Particija A = (5,3,1,1) ée se iterativnom primjenom
ove bijekcije preslikati u (7, 3) na sljede¢i na¢in. Buduéi da je drugi najma-
nji dio particije A jednak 1, primijenimo najprije funkciju 1; na najmanji dio
particije koji je u ovom slucaju 1. Sada na dobivenu particiju primijenimo
funkciju 13 te na koncu primjenjujemo 5. Taj je postupak prikazan na slici
6} Na istoj slici vidimo i kako Dysonova bijekcija particiju A’ = (3,3,3,1)
preslikau /' = (5,3,2).

Slika 6: Iterativna primjena Dysonove bijekcije za slucajeve A = (5,3,1,1)
—u=(73)iA =(3331) =y =(53,2).

Opéenito, ako je pocetna particija A = (Aq,...,A;) u i-toj iteraciji primje-
njujemo funkcijuy,, ,,i =1,...,1 — 1. Pritom, postupak uvijek pocinjemo
s najmanjim dijelom particije A.

Na isti nacin lako primijenimo Dysonovu bijekciju na ostale particije, u po-
jedinom podskupu. Dobiveni parovi za podskup odredens r = 2 su

(53,1,1) = (7,3),
(5,5) = (6,4),
(5,1,1,1,1,1) = (7,2,1).

Ovime zavrSavamo prikaz Eulerovog teorema o particijama. Vidjeli smo
da ne samo da je broj neparnih particija nekog broja jednak broju striktnih
particija tog broja ve¢ pritom vrijede i druge jednakosti. Prikazali smo bi-
jekcije koje dokazuju jednakosti obzirom na najve¢i sumand kod striktnih
particija, obzirom na broj razli¢itih dijelova kod neparnih particija te obzi-
rom na rang particije. Kao $to je ve¢ u tekstu sugerirano, postoje i druge
zanimljive tvrdnje i proSirenja ovog Eulerovog teorema odnosno prikaza-
nih bijekcija.
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