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Jensenova nejednakost i nejednakosti
izvedene iz nje
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Sazetak

U ovom radu prezentiran je tezinski oblik diskretne Jensenove ne-
jednakosti te je pokazano kako iz Jensenove nejednakosti slijedi ¢itav
niz drugih vaznih nejednakosti kao $to su nejednakosti medu sredi-
nama, Youngova nejednakost, Cauchyjeva nejednakost, Hélderova ne-
jednakost te nejednakost Minkowskog.
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Classical inequalities derived from the Jensen
inequality
Abstract

In this paper, weighted discrete Jensen’s inequality is presented.
Some important inequalities such as mean inequalities, Young’s inequ-
ality, the Cauchy inequality, Holder’s inequality and the Minkowski
inequality are also proved using Jensen’s inequality.
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1 Konveksne funkcije

Prvi radovi o konveksnim funkcijama javljaju se krajem devetnaestoga i
pocetkom dvadesetoga stolje¢a. Francuski matematicar C. Hermite je u
svome radu iz 1881. prvi uveo pojam konveksne funkcije. Medutim, tek
1906. godine danski matematicar J. L. W. V. Jensen je definirao konvek-
snu funkciju pomoc¢u nejednakosti (I), odnosno na nacin kako je to danas
uobicajeno definirati konveksnu funkciju. Cilj ovoga rada je pokazati kako
se pomocu nekih konkretnih konveksnih funkcija i tezinskog oblika Jen-
senove nejednakosti, koja vrijedi za konveksne funkcije, mogu dokazati
mnoge druge vazne nejednakosti. Pojam konveksne funkcije nam je po-
treban za razumijevanje Jesenove nejednakosti, stoga navedimo definiciju
konveksne funkcije na intervalu I C R i neke osnovne rezultate o konvek-
snim funkcijama. Osim u teoriji nejednakosti, konveksne funkcije imaju
vaznu ulogu i u razli¢itim podrucjima primijenjene matematike, primjerice
u optimizaciji. Zainteresirani citatelji detaljnije informacije o primjenama
konveksnih funkcija u teoriji optimizacije mogu pronaci u [1].

Definicija 1.1. KaZzemo da je funkcija f : I — R konveksna na intervalu
I C R ako za sve x1, xp € Iisvakia € [0,1] vrijedi

flaxy+ (1—a)xp) <af(xy) + (1—a)f(x2). 1)

Ako za sve x1,xp € I, x1 # xpia € (0,1) vrijedi stroga nejednakost u
kazemo da je f strogo konveksna. Ako u (I) vrijedi suprotna nejednakost,
kaZzemo da je funkcija f konkavna na intervalu I, odnosno ako je za sve
x1,% € I, x1 # xpia € (0,1) ta suprotna nejednakost stroga, kazemo da
je f strogo konkavna.

Slicno moZemo definirati i konveksnu funkciju na IR”, odnosno na bilo ko-
jem konveksnom skupuE] koji se nalazi u domeni dane funkcije.

Prirodno se namece pitanje postoji li funkcija koja je i konveksna i kon-
kavna. Odgovor je potvrdan, afina funkcija f(x) = ax+b, a,b € R je
funkcija koja je istodobno i konveksna i konkavna.

Slika [1| prikazuje geometrijsku interpretaciju pojma konveksne funkcije.
Nekaje f : I — R konveksna funkcija te neka su dane to¢ke Ty = (x1, f(x1)),
T, = (x2, f(x2)), gdjesuxy, xp € [, x1 < xpi Ty = (axg + (1 —a)xp, af(xq) +
(I—a)f(x2)), « € [0,1], to¢ka na spojnici to¢aka T; i T,. Za funkcijsku vri-
jednost tocke ax; + (1 — a)xp vrijedi

flaxy + (1= a)xy) <af(x) + (1 -a)f(x2),

1 Skup D C R" je konveksan ako vrijedi axq 4+ (1 —a)xp € D, zasve x1,x, € Dia € [0,1].
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odnosno graf konveksne funkcije f||
¢aka Tq i Tp.

se nalazi ispod ili na spojnici to-

x1,%2]
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Slika 1: Graf konveksne funkcije

Na osnovu prethodne definicije nije uvijek jednostavno provijeriti je li funk-
cija konveksna, stoga ¢e nam dobro dodi sljededi kriterij za ispitivanje kon-
veksnosti funkcije.

Teorem 1.1. Neka je I C R otvoreni interval i f : I — R dva puta neprekidno
derivabilna funkcija na I. Funkcija f je konveksna na I ako i samo ako je f" (x) > 0
za svaki x € 1. Ako je f' (x) > 0 za svaki x € I, onda je f strogo konveksna na I.

Kako bismo se uvjerili da ne vrijedi obrat posljednje tvrdnje teorema
dovoljno je pogledati strogo konveksnu funkciju f : R — R, f(x) = x* za
koju vrijedi f”(0) = 0. Dokaz teorema [l.]| moZe se vidjeti u [4] (str. 153).
Vise detalja o konveksnim funkcijama i njihovim poopéenjima moZe se naéi

u [6] (str. 49-64) i [7].

2 Jensenova nejednakost l" v

Danski matematicar Johan Ludwig William Valdemar Jensen je u svome ‘
radu "Sur les fonctions convexes et les intégalités entre les valeurs moyen- {ZZZ’Z ﬁ;’f}giﬁy"”m
nes" objavljenom 1906. godine u ¢asopisu Acta Mathematica proucavajuéi  (1859.-1925.), danski
konveksne funkcije dokazao nejednakost koja mu je osigurala matematicku ~ "tematicar
besmrtnost. Ista u njegovu ¢ast nosi ime Jensenova nejednakost.
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Teorem 2.1 (Diskretna Jensenova nejednakost). Funkcija f : I — R je kon-
veksna na I C R ako i samo ako za svakin € N, n > 2, x1,...,x, € Ii
ay, ..., 0n € [0,1] takve da je Y | a; = 1 vrijedi

f (i“ﬁﬁ) < i“if(xi)- )

Dokaz. Kakoje interval I C R konveksan skup on je zatvoren na konveksne
kombinacije, odnosno ako su x1,...,x, € I'iay,...,a, € [0,1] takvi da je
", =1ondaje Y a;x; € L.

1. Ako pretpostavimo da vrijedi nejednakost (2), onda za n = 2 imamo
nejednakost (1), pa slijedi da je f konveksna na L

2. U svrhu dokaza obrata pretpostavimo da je f konveksna funkcija te
metodom matematicke indukcije pon € IN, n > 2, dokaZimo nejed-
nakost (2). Iz definicije konveksne funkcije je jasno da nejednakost (2)
vrijedi za n = 2. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za #, tj.

f <21> < iaiﬂxi).

Nekasuxy, ..., Xy, X401 € Lay, ..., an,0,1 € [0,1], 00+ +a,11 =
1. Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je barem jedan
a; # 1 (u suprotnom imamo trivijalnu nejednakost), dakle neka je
an41 7 1 pa vrijedi

n

2“i =1—-way41,

odnosno

Pomoc¢u baze indukcije i pretpostavke indukcije, dokazimo istinitost
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tvrdnje za n + 1:

f (”il “z’xi> =f (i niX; +0€n+1xn+1>
i=1

i=1

_f< 1—ayq1) i

X+ X1 X1
i=1 1- anJrl

< (1 - “n-i—l)f (i aixi> + “n+1f(xn+1)

i=1 1- Xp+1
1

< (I —apg1)- T—ap &
n

Z i f (xi) + tpp1 f(xng1)

n+1

= ; “if(xz)

Na taj nacin smo dokazali da nejednakost (2) vrijedi za svakin € N,
n>2. O

Napomena 2.1. Moze se pokazati, da za strogo konveksnu funkciju f jed-
nakost u2] vrijedi ako i samo akoje x; = xp = - - = x.

Iz definicije konveksne i konkavne funkcije, te teorema [2.1| zaklju¢ujemo
ako je funkcija f konkavna onda u (2) vrijedi suprotna nejednakost. Osim
cesto se u primjenama koristi i ekvivalentan zapis tezinskog oblika dis-
kretne Jensenove nejednakosti

1 n 1 n
f (S Zsixi> <3 Y osif (xi), 3)
i=1 i=1

gdjesus, ..., s, nenegativni realni brojevi takvidaje S = Y} ; s; pozitivan
realan broj. Primjenom supstitucije «; = s;/S,i =1,...,n je vidljivo da su
zapisi (@) i (3) ekvivalentni.

U specijalnom slu¢aju za s; = sp = -+ = s, = 1 iz (3) slijedi netezinski
oblik Jensenove nejednakosti

f(x1+xz+...+xn) Sf(x1)+f(x2)+...+f(xn)'

n n

Primjene neteZinskog oblika Jensenove nejednakosti pri rjeSavanju zada-
taka vezanih uz gradivo srednje Skole mogu se vidjeti u [3]. Zbog jed-
nostavnosti u ovome radu ée biti predstavljeni samo diskretni oblici kako
Jensenove, tako i ostalih nejednakosti. ViSe detalja o integralnim oblicima
spomenutih nejednakosti i njihovim dokazima moze se naci u [5] i [7].
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3 Nejednakosti izvedene iz Jensenove
nejednakosti

Mnoge poznate nejednakosti kao $to su nejednakosti medu sredinama, Yo-
ungova nejednakost, Cauchyjeva nejednakost, Holderova nejednakost te
nejednakost Minkowskog mogu se dokazati pomoc¢u Jensenove nejedna-
kosti. Najprije éemo definirati osnovne sredine.

Definicija 3.1. Neka sua = (ay,...,a4)is = (s1,...,5) dane n-torke
pozitivnih realnih brojevai § = )1 ; s;.

(i) Aritmeti¢ka sredina A(a;s)brojevaay,...,a, steZinamass, ...,s, de-
finirana je izrazom

5141 + - -+ Spdp

A(a;s) = S

(ii) Geometrijska sredina G(a;s) brojeva ay, ..., a, s teZzinama sy, ...,y
definirana je izrazom

[

G(a;s) = (ail---as”).

n

(iii) Harmonijska sredina H(a;s) brojeva ay,...,a, s tezinama sy, ..., sy
definirana je izrazom

(iv) Kvadratna sredina K(a;s) brojeva ay, ..., a, s tezinama sy, ..., s, de-
finirana je izrazom

5143 + - - + spa’
K({Z,‘S) _ \/11 S nn.

Teorem 3.1. Nekasua = (ay,...,a,)is = (s1,...,Su) dane n-torke pozitivnih
realnih brojeva i S = Y"1 s;. Tada vrijedi

K(a;s) > A(a;s) > G(a;s) > H(a;s)

s jednakostima ako i samo ako je a1 = ap = - - - = ay.
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Dokaz. 1. Promotrimo funkciju f; : R — R, fi(x) = x?. Kako je
'(x) = 2 > 0 funkcija f; je strogo konveksna na ¢itavoj svojoj do-
meni, pa za nju vrijedi Jensenova nejednakost

Uz supstituciju x; = a;zai =1 n dobivamo
1& 1
§25ia,~§ EZslal,

i=1 i=1

time smo dokazali da prva nejednakost vrijedi.

2. Zafunkciju f, : R — R, fp(x) = e* vrijedi f/ (x) = ¢* > 0, za svaki
x € R, paje f, strogo konveksna na R. Jensenova nejednakost (3) za
funkciju f, uz supstituciju x; = Ina;, i =1,...,n glasi

1 n
5 L silna;

1 n
e’ i=1 EZ elnai (4)

Zbog svojstava logaritamske funkcije nejednakost (4) je ekvivalentna
sljede¢im nejednakostima

1 u i
5 _;1 Ina;

=555
=Y sa;,
5:1 !

1
n s.\S
m(fa)" 1
&\ <2 Y s
i=1

iz ¢ega zakljucujemo da je geometrijska sredina brojeva ay,...,a, s
tezinama sy, ...,s, manja ili jednaka od aritmeticke sredine brojeva
ai,...,a, s tezinama sy, ...,s,, odnosno

3. Ako u prethodnoj nejednakosti brojeve ay, ..., a, zamjenimo broje-
vima % . dobl]emo tre¢u nejednakost, odnosno nejednakost iz-
medu geometrl]ske sredine brojeva ay,...,a, s tezinama sq,...,s; i
harmonijske sredine brojeva ay,...,a; s tezmama S1,..-,5n-

Iz napomene [2.1]je jasno da u sve tri nejednakosti vrijedi jednakost ako i

samo akojea; =ay; = = ay. O
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Osim toga, pomocu Jensenove nejednakosti se mogu pokazati i nejedna-
kosti medu potencijalnim sredinama (poopéenje pojma osnovnih sredina)
zainteresirani Citatelji detalje dokaza mogu vidjeti u [2] (str. 112).

Jedna od nejednakosti, uz ¢iju primjenu se mogu pokazati mnoge druge
nejednakost primjerice Holderova nejednakost je Youngova nejednakost,
koja je ime dobila po engleskom matematicaru W. H. Youngu.

Teorem 3.2. (Youngova nejednakost) Neka su a, b pozitioni realni brojevi te 1 <
p,q < ootakvidajel/p+1/q = 1. Tada vrijedi

ab < Lar 4 Ly, )
poq

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je aP = bf.

Dokaz. Promotrimo funkciju f : Rt — R, f(x) = Inx. Kakoje f”(x) =
—1/x% < 0 funkcija f je strogo konkavna na ¢&itavoj svojoj domeni, pa vri-
jedi suprotna Jensenova nejednakost

i“if(xi) <f <i Mﬁ') : (6)
i=1

i=1
Primjenom supstitucijen = 2, a1 = 1/p, a0 = 1/q, x1 = af i xp; = b7 slijedi

r q
llnap—i-llan <In <a+b),
p q p 9

odnosno
ab
In(ab) < In < + > .
P49
Djelujemo li na prethodnu nejednakost eksponencijalnom funkcijom x
e* koja je rastuca na ¢itavoj svojoj domeni, dobivamo nejednakost (5). Po
napomeni 2.T|jednakost u (5) vrijedi ako i samo ako je a? = b1, O

U nastavku donosimo jos jednu vaznu nejednakost koje je u literaturi poz-
nata kao Cauchyjevaili Cauchy—Schwarzovaﬁili Cauchy-Schwarz-Buniako-
wskyj evaE| nejednakost.

Teorem 3.3. (Cauchyjeva nejednakost) Ako sua = (ay,az,...,a,) i
b= (by,by,...,by) n-torke realnih brojeva, onda vrijedi

(:i aibi>2 < (ﬁ a?) (li b%). )

2H. A. Schwarz (1843.—1921.), njemacki matemati¢ar
3V.J. Buniakowsky (1804.—1869.), ukrajinski matemati¢ar

22



]ENSENOVA NEJEDNAKOST I NEJEDNAKOSTI IZVEDENE IZ NJE

Jednakost vrijedi ako i samo ako su n-torke a i b proporcionalne.

Dokaz. Funkcija f : R — R, f(x) = x?, je strogo konveksna na IR, pa za nju
vrijedi Jensenova nejednakost

1 & ? 1 5
EZsixi < EZSZ-xZ-.
i=1 i

Ako gornju nejednakost pomnoZimo sa S imamo

n 2 n
Yosing | <SY sixd.
i=1 i=1

Uz supstituciju x; = a;/b;is; = bi2 zai=1,...,n dobivamo

(£e0) = (£4) (£#)

Po napomenijednakost u @) vrijedi ako i samo ako je % =...= Z—:,
odnosno jednakost vrijedi ako i samo ako su a i b proporcionalne. O

Njemacki matematicar Otto Holder je dokazao da vrijedi sljedeée poopce-
nje Cauchyjeve nejednakosti.

Teorem 3.4. (Holderova nejednakost) Nekasua = (ay,...,a,)ib = (by,...,by)
dane n-torke pozitivnih realnih brojeva i p, q dva realna broja razlicita od nule takva
dajel/p+1/q =1 Tadazap > 1 vrijedi

éaibi S (éaf’) ' (éb?) ' , (8)

za p < 1 vrijedi suprotna nejednakost. U oba slucaja jednakost vrijedi ako i samo
ako su aP i b7 proporcionalne n-torke.

Otto Holder
Dokaz. Funkcija f : RT — R, f(x) = x!/7, p # 0jeza p > 1strogo kon-  (1859-1937.), njemacki

kavna, a za p < 1 strogo konveksna. Stoga za p > 1 iz suprotne Jensenove """
nejednakosti slijedi
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Ako prethodnu nejednakost pomnoZzimo sa S i iskoristimo identitet 1/p +

1/g = 1imamo
1 1
n n q n r
Zsixi < ( si> (Z sixi> .
i=1 i=1 i=1

Uvrstimo x; = af /b is; = b zai =1,...,n te dobijemo

, i
n n n
o< () (54
i=1 i=1 i=1

¢ime je dokazana nejednakost (8). Za p < 1ip # 0 funkcija f je strogo
konveksna te iz Jensenove nejednakosti analognim razmatranjem slijedi
suprotna nejednakost u (8). Kako za strogo konveksnu funkciju jednakost

==

u Jensenovoj nejednakosti vrijedi ako i samo ako x; = x = -+ = xy,
onda jednakost u (8) i njoj suprotnoj nejednakosti vrijedi ako i samo ako su
af = (af,ag,. ..,aﬁ) ibl = (b?, bg, .. .,bi) proporcionalne n-torke. O

Pomo¢u teorema 3.4|i nejednakosti trokutﬁ moZe se dokazati da za realne
n-torkea = (ay,...,a,)ib = (by,...,by) tep > 1takvedal/p+1/q=1

vrijedi
1 1
n p n q
< ( |’1i|p> (ZU%”) - )
i=1 i=1

Primijetimo da je Cauchyjeve nejednakosti (7) specijalni slu¢aj nejednakosti
Dzap=g=2.

Na kraju pokazimo jo$ kako pomocu Jensenove nejednakosti mozemo do-
kazati i nejednakost Minkowskog.

n

Y a;b;

i=1

Teorem 3.5. (Nejednakost Minkowskog ) Neka sua = (ay,...,a,) i
b= (by,...,by) dvije pozitivne n-torke. Tada za p > 1 vrijedi

<i(ﬂi+b,‘)p) < <iﬂf)p+ (ibf)p, (10)
i=1 i=1 i=1

azap <1 (p # 0) vrijedi suprotna nejednakost. U oba slucaja jednakost vrijedi
ako i samo ako su a i b proporcionalne n-torke.

==

4Za svaka dva realna broja a i b vrijedi |a + b| < |a| + |b].
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Dokaz. Promotrimo funkciju f : RT — RY, f(x) = (1 —|—x1/”)p, gdje je
p # 01injenu drugu derivaciju

— p—2
' (x) = _Pplx;2 <1 +xrl’> )

Zap > 1funkcija f je strogo konkavna, stoga moZemo primijeniti suprotnu
Jensenovu nejednakost pa imamo

1\ P

1 n ﬁ
1+ gi:ZlSixi >

Supstitucijom x; = a! / bf is; = bf zai = 1,...,niz prethodne nejednakosti
slijedi nejednakost . U slucaju p < 1 funkcija f je stogo konveksna pa
pomocu Jensenove nejednakosti sli¢cnim razmatranjem dobijemo suprotnu
nejednakost u (10). Po napomeni [2.1]jednakost u oba slucaja vrijedi ako i
samo ako su n-torke a i b proporcionalne. O

n 1\ P
Z Sl' (1 + x;’) 7
i=1

n| -

odnosno
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