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Vektorski produkt na R”, normirane
algebre i H—prostori

Matea Pavlek * Ozren Perge

Sazetak

U ovom preglednom radu prezentiramo konstrukciju vektorskog
produkta na R", danu u radu P. F. McLoughlin, arXiv:1212.3515. Po-
kazujemo da vektorski produkt, definiran na prirodan na¢in, postoji
samo za n = 0,1,3,7 (pritom s RY oznacavamo nulprostor nad R).
Prouc¢avamo vezu vektorskog produkta s Hurwitzovim teoremom o
postojanju normiranih algebri samo za dimenzije n = 1,2,4,8, te s
Adamsovim teoremom o neprekidnim mnoZenjima na sferi. Takoder,
proucavamo mogudénosti generalizacije vektorskog produkta na R”, s
funkcije dvije varijable na funkciju viSe varijabli.
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MatEeA Paviek , OzreN PERSE

In this survey article, we present a construction of the cross product
on R”, following the paper by P. F. McLoughlin, arXiv:1212.3515. We
show that a naturally defined cross product exists only forn = 0,1,3,
7 (here R” denotes the zero vector space over R). We study the re-
lationship between the cross product and Hurwitz’s theorem on the
existence of normed algebras only for dimensions n = 1,2,4,8, and
the relationship with Adams’ theorem on continuous multiplications
on spheres. Furthermore, we consider the possibilities of a generaliza-
tion of the cross product on IR”, from the function of two variables to
the function of several variables.

Keywords: cross product, normed algebra, H-space

1 Uvod

Operacija vektorskog produkta na IR® vjerojatno je dobro poznata ¢itatelju.
U ovom radu cilj je pokazati da li postoji, i ako da, kako izgleda vektor-
ski produkt na R", za n # 3. Prije nego $to odgovorimo na to pitanje,
prisjetimo se osnovnih svojstava skalarnog i vektorskog produkta na IR>.
Oznacimo s

a-b=aby + arby + azbs

skalarni produkt, a s

€1 € €3
axb=|ay ay as| = (a2bs—azby)e; — (ar1bs —azby) ex + (a1by — azby) e3
by by b3

vektorski produkt vektora a = (ay,ap,a3) i b = (by, by, b3) iz R3. Pritom je
s {e1, ez, €3} oznacena kanonska baza za R3. Tada vrijedi:

(i) a-(axb)=0ib-(axb) =0,
(ii) (axb)-(axb)+ (a-b)®>=(a-a)(b-b),

(iii) (wa+ Bb) x (yc+dd) = ay(axc)+ad(axd)+ By(bxc)+ Bo(b x
d),

zasvea,b,c,d € R% a,B,7,0 € R.
Svojstvo (i) zovemo okomitost vektorskog produkta, a svojstvo (iii) bilinearnost
vektorskog produkta. Primijetimo da svojstvo (ii) proizlazi iz:

a-b=a||b]cosb

la x b] = |a||b] siné,
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pri ¢emu je s 0 oznacen kut izmedu vektora a i b, i zbog toga nosi naziv
Pitagorino svojstvo.
Napominjemo da vektorski produkt na IR® zadovoljava i Jacobijev identitet:

ax (bxc)+bx(cxa)+ecx(axb)=0,

zasvea,b,c € R3.

U ovom radu Zelimo poop¢iti vektorski produkt, kao binarnu operaciju na
R", tako da zadrzi svojstva (i), (ii) i (iii). Dakle, zanima nas kako definirati
takvu funkciju, ako je to uopée moguée. Na R3, ona je definirana determi-
nantom 3 x 3 matrice. Medutim, da li moZemo prosiriti vektorski produkt
koriste¢i determinantu?

Pogledajmo kako bi izgledala naga determinanta u IR*:

€1 € €3 €4
ap ax 4z a4
by by b3 by
€1 C2 C3 (4

Premda naprimjer, svojstvo okomitosti vrijedi, ovako definiran vektorski
produkt nije binarna operacija, jer se pojavio i tre¢i vektor u matrici. Buducéi
da je determinanta funkcija nad kvadratnim matricama, ovaj problem je
tesko izbje¢i na R", za n > 3.

Ako bismo zahtijevali da vektorski produkt zadovoljava samo svojstva oko-
mitosti i bilinearnosti, postojalo bi mnogo nacina za definiciju takvog pro-
dukta. Na primjer, za a = (ay,ap,a3,a4) i b = (by, by, b3, bs), mogli bismo
definiratia x b = (ﬂ2b3 — a3b2, Cl3b1 — albg, Hlbz — azbl, 0) Tako definirani
produkt na R* zadovoljava svojstva okomitosti i bilinearnosti, i ta definicija
bi se lako mogla poop¢iti na R”. Medutim, tako definirani produkt ne bi
zadovoljavao Pitagorino svojstvo.

Iako je mozda iznenadujuce, vektorski produkt sa svojstvima okomitosti,
bilinearnosti te Pitagorinim svojstvom, osim na R?, mogucée je definirati na
R", samo zan = 0,1i7. U ovom radu prezentiramo konstruktivni dokaz
tog rezultata iz ¢lanka [5]. Dokaz je elementaran, odnosno koristi samo
osnovno gradivo linearne algebre, pa je kao takav pristupacan iroj publici.
Ideja tog dokaza je pokazati da, ako za neki n postoji vektorski produkt na
R", tada moZzemo naéi ortonormiranu bazu {eq, e, . ..,e,} takvudazai # j
postoji k za koji je e; x e; = aey, gdjejea = 1ili —1.

Zanimljivo je da je pojam vektorskog produkta povezan s komplicirani-
jim algebarskim strukturama kao $to su normirane algebre, H-prostori, to-
poloske (i Liejeve) grupe. U ovom radu prezentiramo konstrukciju nor-
miranih algebri R, C, H (kvaternioni) i O (oktonioni), pomo¢u Cayley-
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Dicksonovog procesa udvajanja algebri. Koristenjem Hurwitzovog teorema,
koji kaZe da su to jedine (kona¢nodimenzionalne) normirane algebre nad
R, slijededi [4], dajemo alternativni dokaz tvrdnje o postojanju vektorskog
produkta na R"”, samo zan = 0,1, 31 7. Uspostavljamo direktnu vezu
izmedu mnoZenja u tim algebrama i odgovarajuceg vektorskog produkta,
odakle izmedu ostalog slijedi, da je Jacobijev identitet za vektorski produkt
povezan s asocijativnosti u pridruZenoj algebri.

Normirane algebre i vektorski produkt su takoder prirodno povezani s ne-
prekidnim mnoZenjima na jedini¢noj sferi S, odnosno sa strukturom H-
prostora na S". Adamsov teorem, koji kaze da je sfera S H-prostor ako i
samo ako je n = 0, 1, 317, nam omogucava da dokazemo teorem o egzis-
tenciji vektorskog produkta na R” samo za n = 0, 1, 3 1 7, uz nesto slabije
pretpostavke (neprekidnost umjesto bilinearnosti).

Takoder, prirodno je postaviti pitanje o postojanju vektorskog produkta kao
funkcije k varijabli, odnosno kao multilinearnog preslikavanja (R" )< — R"
(1 <k < n), sa svojstvom okomitosti i prirodno poopéenim Pitagorinim
svojstvom. U ovom radu, slijede¢i [7], navodimo teorem o klasifikaciji tak-
vih preslikavanja i konstruiramo ih u svakom od tih slucajeva: n paran i
k =1;nproizvoljanik=n—-1,n=3ili7ik=2,n=8ik =3.

2 Vektorski produkt na R"

Zapoc¢nimo s definicijom skalarnog produkta na R”. Standardni skalarni
produkt na R” je preslikavanje - : R” x R" — R, definirano sljede¢om
formulom:

n
a-b=Y ab, a=(ay,ay..,an),b= (by,by,...,bn). (1)
i=1

Za vektore a,b € IR" kazemo da su okomiti ili ortogonalni, u oznacia L b,
ako je
a-b=0.

Standardna (euklidska) norma na vektorskom prostoru IR” je funkcija
| - || : R" — IR, definirana s

n
Ha” = \/ﬁ: \/ﬁ, a= (a1,a2,...,an).
i=1

Za vektor a € R" kazemo da je jedini¢ni ili normiran ako je

lall =1,
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odnosno ekvivalentno
a-a=1.

Svojstva vektorskog produkta na R® navedena u Uvodu motiviraju sliede¢u
definiciju vektorskog produkta:

Definicija 2.1. Vektorski produkt na IR"” je binarna operacija x : R" x
R" — R" koja zadovoljava svojstva okomitosti, bilinearnosti te Pitagorino
svojstvo:

(i) a-(axb)=0ib-(a xb) =0 (okomitost),
(i) (axb)-(axb)+ (a-b)>=(a-a)(b-b) (Pitagorino svojstvo),

(ili) (@wa+ Bb) x (yc+dd) = ay(axc)+ad(axd)+ By(bxc)+ Bo(b x
d) (bilinearnost),

zasvea,b,c,d € R, o, B,7,6 € R.
Sljedeca svojstva slijede iz definicije vektorskog produkta na IR":

Lema 2.1. Neka su a,b i c vektori iz R". Ako vektorski produkt na R" postoji,
tada vrijede sljedeca svojstva:

(1) a-(bxc)=—-b-(axc),

(2) axb=—bxa,stopovlacia x a =0,

(3) ax(axb)=(a-b)a—(a-a)b,

(4) ax(bxc)=—((axb)xc)+(c-b)a+(a-b)c—2(a-c)b.
Dokaz leme [2.T)izostavljamo, zainteresirani Citatelj ga moZe naci u [6].

Korolar 2.1. Neka su a,b i c ortogonalni jedinicni vektori iz R". Ako vektorski
produkt na R" postoji, tada mora imati sljedeca svojstva:

(1) ax (axb)=-b,
(2) ax (bxc)=—((axb)xc).
Dokaz. Koriste¢i lemu 2] dobivamo:
(1) ax(axb)=(a-b)a—(a-a)b= —b.

(2) ax(bxc)=—((axb)xc)+(c-b)a+(a-b)c—2(a-c)b=—((ax
b) x ¢).
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U oba slucaja koristili smo ortogonalnost vektora, tj. a-b =a-c=b-c =
0. O

Sada znamo osnovna svojstva vektorskog produkta kojeg trazimo. Sljedeci
korak je konstrukcija tablice vektorskog mnoZenja vektora ortonormirane
baze za R”. U daljnjem tekstu, s u; ¢emo oznacavati jedini¢ni vektor u IR".
Uotimo da u R vrijedi {e1,e,e3} = {e1,e2,e1 x e2}. Pogledajmo kako
mozemo poopditi tu ideju. Definirajmo niz skupova Sy sa:

So = {uo},
Sk = Sk,1 U {Mk} U (Sk,1 X le), pri cemu je U 1 Sk*l'

Promotrimo skupove Sy, S1, S 1 S3:

So = {uo};

Sy =SoU{ur} U (So x uy) = {uo, uy,up X ur};

Sy = S1U{ua} U (Sy x up) = {ug,uy, ug X uy,up, g X up, uq X uy, (1y X
u1) X up};

S3 = Sy U{uz} U (S2 x ug) = {ug, uy, ug X uq,up, g X tp, uq X Uy,

(MQ X Lll) X Up, U3, Uy X U3, U1 X U3, (MO X 1/!1) X Uz, Uy X us, (uo X le) X Uus, (Lll X
Mz) X u3,((u0 X ul) X Mz) X u3}.

Primijetimo da S; konstrukcijski odgovara skupu {ej1, ez, €1 x €3}
Definirajmo jos i vektorski produkt skupova Sy sa

SiXS]‘Z:{MXU|uESZ‘,U€S]'},

iskup
+S;:=5; U (—Si).

Sljede¢im dvjema lemama ¢emo pokazati da su skupovi S, ortonormirani
i zatvoreni s obzirom na vektorski produkt.

Lema 2.2. S1 = {ug, uy,ug X uy} je ortonormirani skup. Nadalje, S X S =
+5;.

Dokaz. Ortogonalnost slijedi iz definicije vektorskog produkta i definicije
skupa S1:

ug - (ug x 1) =0,
uy - (ug x up) =0,
ug-uy =0;

a normiranost iz definicije Sq i svojstava (1), (2), (3) iz leme

Ug-ug=ug-ug =1,
(uo X uy) - (ug X uy) = up - (ug x (g X ug)) = ug -y = 1.
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Pokazimo jo§ daje S; X Sq = £51. Po svojstvu (2) iz leme[2.1]i svojstvu (1)
iz korolara[2.limamo:
up X (ug X uy) = upg € £54,
ug X (uo X M]) = —uy € £57.
O

Lema 2.3. Sy je ortonormirani skup. Nadalje, Sy x Sy = 48y 1 |S| = 2K+ — 1.

Dokaz. Dokazujemo indukcijom po k. Za k = 1, tvrdnja vrijedi po pret-
hodnoj lemi. Pretpostavimo da je Sy_1 ortonormirani skup, te da vrijedi
daje Sx_1 X Sp_q = £S5 11 |Sk1] = 2K — 1. Pokazimo da tvrdnja vrijedi
i za S;. Neka su by, by € Sg_1. Po definiciji, svaki element iz Sy je oblika
b1, uy ili by X uy. Iz svojstava (1) i (2) iz leme te svojstva (1) iz korolara
R.T]slijedi:
by (b X ug) = u- (b X bp) =0, zbog uy L Sx_1iby X by € Sg_q,

i

(b1 X 1) X (ba X wg) = wpe - ((ug X by) X bp) = —uye - (ug x (b1 X b)) =0,

pa zaklju¢ujemo da je Sy ortogonalan skup. Po pretpostavci indukcije, svi
elementi iz S;_; sunormirani, u; je normiran po definiciji, a po svojstvu (1)
iz leme 2.1]i svojstvu (1) iz korolara 2.1} za by x 1y vrijedi :

(b1 x ug) - (b1 X uge) = by - (e x (b1 X ug)) = by by = 1.

Dakle, vrijedi da je i Sy normiran. Da bi pokazali da vrijedi Sy x Sy = £S5y,
sjetimo se da je Sy = Sk U {ug} U (Sg_1 X uy) i £5¢ = S U (=Sk). Po
pretpostavci indukcije Sg_1 X Sg_1 je Sg_1 U (—=Sk_1) C Sy, po definiciji
je Sp_q1 X ux € £S;, aup x (by x ug) = by € Sg_1 C £S5 Jo$ preostaje
pokazati sljedece:

by X (by X ug) = —((by X bp) X uy) € £S¢iby x (by X uy) = —uy € £8y,
(bl X Mk) X (bz X uk) = —b; X (Mk X (b2 X Zzlk>) = —by X by € £5;.

Slijedi da je Sy ortonormirani skup, Sy x Sy = £S5 i [Sk| = 2|Sk_ 1|+ 1 =
2(2F —1) 42 =21 1. O

Lema [2.3| nam pokazuje kako konstruirati tablicu mnoZenja za vektorski
produkt. Dakle, zbog bilinearnosti, vektorski produkt je moguce definirati
na R", samo ako mu je Sy baza, za neki k. Sada je jasno da u tom slucaju
vrijedi n = |Sy|, odnosno n = 2k+1 — 1,

Za k = 1, promatramo R3. Uz oznake e; = ug, ey = ujies = ug X uj,
dobivamo sljedecu tablicu mnoZenja:
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(x| er [ e2 | es]
€1 0 €3 —en
ey || —es 0 e1
€3 € —eq 0

Koristedi tu tablicu i bilinearnost, mozemo izracunati vektorski produkt
dvaju proizvoljnih vektora a = (aq,a3,a3) ib = (by, by, b3):

a x b= (abs — azby) e; + (azby — a1b3) ex + (a1by — axby) e3,

$to je standardni vektorski produkt na R3, prou¢avan u Uvodu.

Pogledajmo kako biizgledala tablica za k = 2, uz odgovaraju¢ubazu {ey, ey, . ..

za R7. Uz pomo¢ leme generiramo bazu:

€1 = Ug, €2 = Uy, €3 = Up X Uy, €4 = U,
€5Iuo><1/12,66:u1X1/l2,€7:(u0><u1)><u2,

a zatim sluzedi se svojstvom (2) iz leme te svojstvima (1) i (2) iz korolara
mozemo izracunati sve elemente tablice vektorskog mnoZenja:

(x| er [ e [ es | ea [ es [ s [ |
e1 0 es3 —ey | es —ey | —e7 | eg
(%) —e3 0 e1 €6 ey —eé4 —é5
e3 e —eq 0 ey —e5 | e5 —ey
€4 —é5 —€g —ey 0 e1 (] es
es ey —ey | e —eq 0 —e3 | e
€6 ey (7} —é5 —en €3 0 —eq
e7 || —eg | es ey —e3 | —e2 | e 0

Koriste¢i tablicu i bilinearnost vektorskog produkta, moZemo izraziti eks-
plicitnu formulu za raéunanje vektorskog produkta u IR”. Za vektore a =
(a1,a3,a3,a4,a5,a6,a7) i b = (b1, by, b3, by, bs, bg, by) njihov vektorski pro-
dukt jednak je:

a x b = (—azby + ab; — asby + agbs — agby + azbg) e+

(—a1bs + asby — aghy + agbg — aybs + asby) ex+

(—axby + a1by — azby + agby — asbg + agbs) e3+

(—aybs + asby — asbg + aghy — aszby + azbs) ey + 2)
(—agby + a1by — axby + azby — aghs + azbg) es+

(—ayby + a1by — ayby + axby — asbs + asbs) e+

(—asby + azbs — aybs + asby — a1be + aghy) e7.
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Teorem 2.1. Formulom (2) definiran je vektorski produkt na R”.

Dokaz. Dokazuje se direktnom provjerom svojstava (i), (ii) i (iii) iz definicije
Preskacemo detalje dokaza zbog tehnicke kompliciranosti. O

Napomena 2.1. Za razliku od vektorskog produkta na IR3, vektorski pro-
dukt na R” ne zadovoljava Jacobijev identitet, 3to se lako provjeri iz defini-
cije. ObrazloZenje tog fenomena u terminima normiranih algebri, dat ¢emo
u poglavlju

Do sada smo pokazali da, ako vektorski produkt na R" postoji, tada je
n = 21 1 lema [2.3)nam govori kako konstruirati tablicu mnozenja
za ra¢unanje vektorskog produkta. Sljedeée dvije leme ¢e nam pokazati
kako za k > 2, ne moZemo definirati vektorski produkt, a da isti zadrZzi sva
svojstva iz definicije.

Lema 2.4. Nekasuu = ug X ug +ug X uziv =y X uy — ((up X ug) X up) X
us. Tadajeu xv=0iu L v

Dokaz. Koristimo svojstvo (2) iz leme[2.T) te svojstva (1) i (2) iz korolara[2.T}

uxv=_(ugxuy+uy xuz)x (ug xuy— ((ug X uy) X up) X uz)
= (uo x u1) x (ug X ) — (ug x uy) x (((uo X u1) x u) x uz)+
+ (w1 X ug) x (ug X up) — (ug X ug) x (((uo x u1) X uz) x u3)
=Ug X Uy —Up X U3 — U3 X Uy — Uy X U
=0.

Za drugi dio tvrdnje, uo¢imo da su 1y X ug, uq X uz, ug X up i ((up X uy1) x
u) X u3 redom elementi od Sy, za k > 2, a po lemi[2.3|znamo da su onda
medusobno ortogonalni. O

Lema2.5. Nekasuu = ug X 7 +uy X uziv =1y X tp — ((ug X 1) X tlp) X
us. Tadaje (u-u) (v-v) # (u xv) - (ux0)+ (u-0)>

Dokaz. Vektori ug X uy,uy X ug, uq X up i ((#g X 1) X tip) X uz su elementi
od S, zak > 2, pasuiortonormiraniivrijediu-u =v-v =2, u-v=0,
a iz prethodne leme vrijedi u x v = 0, §to povladi (u-u) (v-v) =4 # 0 =
(u x ) (ux0)+ (u-v) O

Sada mozemo dokazati sljedeci teorem, koji je jedan od glavnih rezultata
ovog rada.

Teorem 2.2. Vektorski produkt na R" postoji, ako i samo ako jen = 0,1,3ili 7.
Nadalje, za R3 i R” postoje ortonormirane baze Sy i Sy, takve da vrijedi S; x S; =
+5,i=12
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Dokaz. Po lemi vidimo da vektorski produkt postoji samo zan = 2k+1 —
1. Dalje, leme[2.4/i2.5nam kazuju da ako definiramo vektorski produkt na

R -1 Pitagorino svojstvo ne vrijedi za k > 2. Slijedi da vektorski pro-
dukt sa svojstvima okomitosti, bilinearnosti i Pitagorinim svojstvom moze
postojati samo na R?, R, R3 i R”. U teoremu je dokazana egzistencija
vektorskog produkta na R”. Nadalje, trivijalno preslikavanje (koje presli-
kava sve parove vektora u nulvektor) definira vektorski produkt na R i
R!. Konstrukcija vektorskog produkta na R® dana je u Uvodu. Na krajuy,
lemanam govori kako generirati ortonormirane baze S; i 5, za R3iR7,
takve da vrijedi §; x §; = £5;,i =1,2. O

3 Normirane algebre i vektorski produkt

U prvom dijelu ovog poglavlja prezentiramo Cayley-Dicksonov proces udva-
janja algebri. Konkretno, pokazat ¢emo kako generirati niz algebri tako da
svaka sljedec¢a ima dvostruko ve¢u dimenziju od prethodne. Navodimo
Hurwitzov teorem koji daje odgovor na pitanje koje su od tako konstruira-
nih algebri normirane.

U ovom radu se bavimo iskljucivo algebrama nad poljem realnih brojeva:

Definicija 3.1. Za vektorski prostor A nad poljem IR, kazemo da je algebra,
ako je na njemu definirana binarna operacija - : A x A — A, (a,b) — ab,
koja je bilinearna tj. vrijedi:

1. (aa+ Bb)c = a(ac) + B(bc), zasvew,B € R, a,b,c € A;
2. a(Bb+ yc) = B(ab) + y(ac), zasve B,y € R, a,b,c € A.

Ovako definiran pojam bilinearnosti je ocito ekvivalentan bilinearnosti iz
definicije[2.1} a binarnu operaciju zovemo mnoZenje u algebri A. Opcenito,
mnoZenje ne mora biti asocijativna niti komutativna operacija na A. Ako
mnoZenje zadovoljava svojstvo asocijativnosti (komutativnosti), za A ¢emo
re¢i da je asocijativna (komutativna) algebra.

Kazemo da je A unitalna ili algebra s jedinicom, ako postoji element 1 € A
takav daje

la = al=a, zasvakia € A.

Ako je A unitalna algebra, i za svakia € A, a # 0, postojia~! € A, takav
da vrijedi
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tada je A algebra s dijeljenjem. Element a~! zovemo inverz od a.
Kona¢nodimenzionalna algebra na kojoj postoji skalarni produkt je normi-
rana algebra, ako vrijedi

llab|| = lla|| ||b||, zasvea,b € A.

U normiranoj algebri A, za svaki elementa € A, a # 0, preslikavanja
X o~ ﬁ ix — ﬁ su izometrije, stoga i bijekcije, buduéi da je A ko-
na¢nodimenzionalna algebra. Tada za svaki b € A, jednadzbe ax = bi
xa = b imaju jedinstveno rjeSenje u A, odnosno a ima inverz u A. Slijedi
da je svaka normirana algebra ujedno i algebra s dijeljenjem.

Konjugacija na A je linearni operator a — 7 koji je involucija, tj. za svaki
a € Ajea = a,izakoji vrijedi:

ab=1ba, zasvea,b € A. 3)

Pogledajmo sada kako, krenuvsi od n-dimenzionalne algebre, Cayley-Dick-
sonovim procesom konstruiramo novu algebru dimenzije 2n. Neka je Ay
algebra kona¢ne dimenzije 1, i neka je na Ag definirana konjugacija. Ozna-
¢imo s A; direktnu sumu algebre Ay i nje same:

A1 = Ay D Ap.

Elementi vektorskog prostora A; su oblika (a,b), pri ¢emusua,b € Ay, i
dimenzija od A1 jednaka je 2n. Definiramo mnoZenje elemenata iz A; sa:

(a, b) (u, v) = (au — b, bu + va). 4)

Koristenjem bilinearnosti mnoZzenja na Ay i linearnosti konjugacije na A,
lagano se pokazuje da je tako definirana operacija bilinearna. Zakljucu-
jemo da je A; algebra dimenzije 21 i zvat ¢emo ju udvostrucenje algebre Ay.
Bududi da je preslikavanje s Ag — Aj zadanos x — (x, 0) monomorfizam
algebri, vidimo da elemente a2 € Ay, moZemo identificirati s (4, 0). Ako je
Ay algebra s jedinicom 1, tada je (1, 0) jedinica u A;. Stavimolie = (0, 1),
tada vrijedi be = (0, b), za svaki b € Ay, i elemente iz A; moZemo zapisati
kao:

(a, b) = a+ be. ()

Relacijom (5) i relacijama
a(be) = (ba)e, (ae)b = (ab)e, (ae) (be) = —ba, (6)

te uz distributivnost, potpuno je odredeno mnoZzenje {#) na A;.
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Zaa = (1,0), iz (ae)b = (ab)e, dobijemo eb = be, za svaki b € A;. Slijedi
da, ¢ak i ako je mnozenje u Ap komutativno, na A; komutativnost nece
vrijediti ako konjugacija u Ag nije identiteta. Primijetimo da zbog a(be) =
(ba)e, asocijativnost mnoZenja u A; opcenito ne vrijedi ako mnozenje u Ao
nije komutativno.

Kako bismo nastavili konstruirati niz algebri, na algebri A; moramo defini-
rati konjugaciju, da bi na udvostru¢enju od A; mogli definirati mnoZenje.
Za (a, b) = a + be € A; definiramo konjugaciju na sljedeéi nacin:

a+be =1a— be. (7)

Ovako definiran operator je ocito linearna involucija koja zadovoljava (3).
Dakle, udvostrucenje algebre s konjugacijom je opet algebra s konjugaci-
jom, te se Cayley-Dicksonov proces moze nastaviti.

Ako je na unitalnoj algebri Ag definirana konjugacija sa svojstvima:

1. aa e R-1,Va € Ay,
2. CIEZO,VCIGA(),
3.aa=0&a=0,

tadajes
la]| = Vaa 8)

definirana norma na Ay, i Ag zovemo metricka algebra. Provjerom svojstava
skalarnog produkta moZze se pokazati da je sa

ab+ba
2

definiran skalarni produkt na Ag. Dakle, u svakoj metri¢koj algebri postoji
skalarni produkt. Za (a,b) € A; vrijedi

ﬂ'b:

(a+be) (a+be) = (a+be)(a—be) = aa—a(be)+ (be)a— (be) (be) = aa+ bb,

pri ¢éemu smo u zadnjoj jednakosti iskoristili relacije (6). Slijedi da, akoje Ag
metricka algebra, tada je A; metricka algebra. Ako na Ay postoji skalarni
produkt, tada je skalarni produkt na A; dans:

(a,b) - (u,v)=a-u+b-o. 9)

Budu¢i da kompleksne brojeve prikazujemo kao uredene parove realnih
brojeva, sada moZemo pokazati kako konstruirati algebru kompleksnih bro-
jeva, udvostrucenjem algebre realnih brojeva, pri ¢emu za konjugaciju na
R uzimamo identitetu. Tada je R o¢ito metricka algebra.
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Uzmimo da je Ag = R. Sada je
Al =R&R=R*=C,

U C definiramo mnoZenje sa (4). Buduc¢i da je u R konjugacija identiteta,
mnoZzenje u C je komutativno i vrijedi:

(a0, a1) (bo, b1) = (agby — a1by, ai1bg + byap), (ao, a1), (bo, by) € C.

Zbog komutativnosti mnoZenja u RR, slijedi da je mnoZenje u C asocijativno.
Jedinica na C je (1, 0), a element e = (0, 1), pa iz (5) znamo da vrijedi
(ap, a1) = ag + aye, ap, a1 € R. Lako vidimo da je

= —1.

Na R je skalarni produkt mnoZenje elemenata iz IR, pa je skalarni produkt
na C definiran s ©):

(a0, a1) - (bo, b1) = aobo + a1 by.
Iz (7) vidimo da je konjugacija u C dana sa

ag +aie = ag — aie,

lag + are| = \/({10 + aye) (ag — are) = /a3 + a3,

a norma sa

te vrijedi

= |(aobo — b1a1) + (a1bo + byap)e|

= (agby — b1a1)* + (a1bo + brag)?

= (aobo)® + (b1a1) + (a1bo)* + (brag)*
(a0 + are)|[(bo + bre)],

|(ao + are) (bo + bre)|

iz Cega slijedi da je C normirana algebra, pa je ujedno i algebra s dijeljenjem.
Iz

(ag, a1) (ag, a1) = |(ag, a1)|?

slijedi

(ag, @) 22 = (1, 0),

|(ag, a1)|?

¢ime je definiran inverzni element za svaki (a9, a1 ) € Crazli¢itod 0. Cayley-
Dicksonovim udvajanjem algebre R konstruirali smo normiranu, asocija-
tivnu, komutativnu algebru kompleksnih brojeva, te uze = (0,1) = i,
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imamo standardni zapis kompleksnog broja z = ag + a1i = (ag,a1) € C.
Sljededi korak u Cayley-Dicksonovom procesu je udvajanje algebre kom-
pleksnih brojeva. Sada imamo

Ay =CapC=H.

Udvostrucenje algebre kompleksnih brojeva ozna¢avamo s H. Elementi od
H predstavljaju uredene parove kompleksnih brojeva, te ih nazivamo kva-
ternioni. Za dva kvaterniona (z1, zp) i (w1, wy), 21,22, w1, wp € C, mnoZe-
nje ponovo definiramo relacijom (&):

(21, 22) (w1, w2) = (211 — W22, ZoW1 + Woz1).

Jedinica u H je kvaternion (1,0), a vektor e = (0,1), pri ¢emu je 1 jedinica
uC.IzH 3 g = (21, z2) = z1 + 2pe i 21 = ag + a1i,zy = ap + asi, slijedi da
je q = ap + ayi + aze + azie. Uz oznake
e=j, ie=k
kvaternione moZemo zapisivati kao uredene ¢etvorke realnih brojeva, i vri-
jedi:
q= (610, ay, ap, 613) =ay+ayi+ ﬂzj + ask, ag,a1,a,a3 € R.

Skup {(1’ 0’ 0’ 0)’1 = (0/ 1/ 0/ 0)’] = (OI O/ 1/ O)rk = (01 01 0/ 1)} pred_
stavlja bazu za H, te je uz relaciju

2= =K =ik=-1

i bilinearnost, potpuno odredeno mnoZzenje kvaterniona. Prethodnu rela-
ciju moZemo prikazati sljede¢om tablicom mnoZenja:

LT[ i ] K]
T[1] ]| k
i -1 k| =
P =k [ =1 i
K| k| ] | =] -1

Primijetimo da mnoZenje u H nije komutativno, jer na C konjugacija nije
identiteta. Asocijativhost mnozenja na H i dalje vrijedi, buduéi da je na C
operacija mnoZenja komutativna.

Po relaciji (9) znamo da skalarni produkt na H postoji, te za kvaternione
q= (LI(), ay, ap, 613) ip= (bo, by, by, b3) vrijedi:

qg-p= agbg + a1by + axby + azbs.
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Konjugaciju kvaterniona definiramo relacijom (7):

ag + ayi + azj + azk = ((ao, a1) (az, as))

= ((a0, m), — (a2, a3))
= (aOI —ay, —ay, —ll3>
=4ay — ali — azj — llgk,

a potom i normu s (§):

lag + aqi + azj + ask|| = \/(ao +ayi + apj + azk) (ag + ari + azj + azk)

— 2 2 2 2
= \/do+€ll +£l2+ll3.

Takoder vrijedi ||qp| = /9] [|p]| zasve g, p € Hig™ ' = ”q% zaq #

0. Dakle, udvostrucenjem kompleksnih brojeva konstruirali smo algebru
kvaterniona IH, koja je kao i C, asocijativna normirana algebra s dijeljenjem.
Medutim, na H viSe ne vrijedi svojstvo komutativnosti.

U sljede¢em koraku Cayley-Dicksonovog procesa, odnosno udvajanjem al-
gebre H, konstruiramo algebru oktoniona O, dimenzije 8. Oktonioni su
uredeni parovi kvaterniona, odnosno uredene osmorke realnih brojeva;
y = (ag, a1, ap, a3, aq, as, ag, ay) = apey + aje + agey + ases + azeq +
ases + ageg + aze; € O, pri cemu e; predstavljaju elemente baze algebre
O. Posebno, oktonion ey je jedinica u O. Analogno prvom i drugom ko-
raku u procesu, relacijama (@) i (9) definiramo mnoZenje i skalarni produkt
oktoniona. MnoZenje je, zbog svojstva bilinearnosti, jedinstveno odredeno
sljede¢om tablicom mnoZenja elemenata baze:

| el en [ e [ s [ ea [ 5 [ 6 [e7 ]
€ || €o €1 € €3 €4 es €6 4
€1 || e1 | —€ €3 —é s —€4 | —€7 | 66
€2 || €2 | —€3 | —€ €1 €6 4 —€4 | —65
€3 || €3 €2 —€1 | —€o ey —€6 s —€4
€4 || €4 | —65 | —€ | —€7 | —€0 €1 €2 €3
€5 || €5 €4 —eé7 €6 —€1 | =€ | —e3 | e
€6 || €6 ey €4 —65 | —€ €3 —€y | —€1
€7 || €7 | —6 €5 €4 —€3 | —€ €1 —€0

Po @ vrijedi da je konjugacija oktoniona y = ageg + aje; + azex + azez +
ageq + ases + ageg + ayey definirana s:

Y = apeg — a1e1 — axep — azes — dgey — dses — dge — Azey,
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a bududi da je i algebra O metricka, ponovo je sa

mm:¢%+@+g+%+ﬁ+é+%+¢

definirana norma. Takoder, norma umnoska oktoniona je jednaka umno-
$ku njihovih normi, stoga je O normirana algebra s dijeljenjem. Algebra
O nije komutativna, a budu¢i da H nije komutativna, slijedi da O nije niti
asocijativna.

Dakle, pocevsi od normirane algebre realnih brojeva, Cayley-Dicksonovim
procesom udvajanja algebri konstruirali smo algebre C,IH i O, koje su ta-
koder normirane. Adolf Hurwitz [3] je dokazao da su R,C, H i O ujedno i
jedine normirane realne algebre.

Teorem 3.1. (Hurwitz) Neka je A normirana algebra. Tada je A = R, C,H ili
0.

Hurwitzov teorem navodimo bez dokaza. Iako se na prvi pogled ne ¢ini,
postoji ¢vrsta veza izmedu Hurwitzovog teorema i vektorskog produkta.
Do sada nam je ve¢ poznato da vektorski produkt postoji samo na R?, R?,
R%iR’. Sada dajemo alternativni dokaz teorema|2.2lpomo¢u Hurwitzovog
teorema. Preciznije, dokazujemo sljede¢i teorem:

Teorem 3.2. Ako postoji vektorski produkt na R", tada jen = 0,1,3ili 7.

Dokaz. Ideja dokaza je pokazati da postojanje vektorskog produkta na R"”
implicira postojanje bilinearne operacije sa posebnim svojstvima na R"*1.
U tu svrhu, R"*! gledamo kao direktnu sumu R i R"™:

]Rn-i-l =R oy Rl’l'

Dakle, element iz R"*! moZemo gledati kao uredeni par (a, b) pri ¢emu
jea € R,b € R". Pretpostavimo da na R" postoji vektorski produkt sa
svojstvima okomitosti, bilinearnosti te Pitagorinim svojstvom. Definiramo
binarnu operaciju na R"*+! s:

(a,b)(c,d)=(ac—b-d, ad+cb+bxd). (10)
MnoZenje definirano sa je bilinearno, i (1,0) je jedinica. Koristeéi Pita-

gorino svojstvo i okomitost vektorskog produkta, lako se pokaZze da vrijedi

I(a, b) (e, d)I| = l[(a, D) | (c, d)]I- (11)
Sadana R"*! imamo definiranu bilinearnu operaciju s jedinicom, te vrijedi
jednakost , paje R"*! normirana algebra, a po Hurwitzovom teoremu
jen+1=1,2,4ili 8. Slijedi da ako vektorski produkt na IR"” postoji, tada
jen =0,1,3ili 7. O

42



VEKTORSKI PRODUKT NA IR"”, NORMIRANE ALGEBRE I H—PROSTORI

Primijetimo da, ako uvrstimo a = ¢ = 0 u relaciju (I0), dobijemo
(0,0)(0,d) = (—=b-d, bxd). (12)

Ako promatramo IR" kao potprostor od R" 1, uz identifikaciju x <> (0, x), x €
R", tesa P : R"*! — R" ozna¢imo projekciju

P(a,x)=x,a € R,x € R",
tada relaciju (I2) moZemo zapisati kao
bxd=P((0, ) (0, d)).

Dakle, vektorski produkt na R"” (n = 0,1,3,7), moZemo dobiti mnoZe-
njem ,&isto imaginarnih” elemenata iz R"*1, i odgovaraju¢om projekcijom
na ,imaginarni dio”. Na primjer, promotrimo umnozak dva ,¢isto imagi-
narna” kvaterniona: g1 = a1i 4 apj + azk i qo = byi + boj + bsk:

q1q2 = (a1i + azj + azk) (byi + byj + bsk)

= ay1byi% + aybyij + arbsik + agbyji + asbyj* + axbsjk 4 azbiki + azbykj + azbsk?
= —a1by + a1bpk — a1b3j — abik — azby 4 apbzi + azbyj — azbyi — azbs

= —(a1by + axby + asbs) + (axbs — asbo)i + (aszby — a1b3)j + (a1by — axby k.

Sada vidimo da vektorski produkt vektora (a1, as,a3) i (b1, ba, b3) iz R® od-
govara ,imaginarnom dijelu” umno$ka kvaterniona. Analogno, mnoZze-
njem ,&isto imaginarnih” oktoniona, dobije se vektorski produkt na R”.

Napomena 3.1. Uz takvu identifikaciju pokazuje se da za n=3,71i4a,b,c €
R" vrijedi:

a><(b><c)+b><(cxa)+c><(axb):fg((ab)cfa(bc)),

pri ¢emu je s desne strane operacija mnozenja u H, odnosno O. Buduéi da
u algebri O mnoZenje nije asocijativno, vektorski produkt na R” ne zado-
voljava Jacobijev identitet.

Do sada smo pokazali da vektorski produkt koji je bilinearan, te zado-
voljava svojstvo okomitosti i Pitagorino svojstvo, postoji na R”, samo za
n =0,1,3,7. U sljede¢em poglavlju pokazujemo da, ako umjesto Pitago-
rinog svojstva i bilinearnosti, Zelimo definirati vektorski produkt koji uz
okomitost zadovoljava neke ,slabije” uvjete, rezultat i dalje ostaje isti.
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4 Vektorski produkt i H-prostori

Skup svih jedini¢nih vektora u (n+1)-dimenzionalnom Euklidskom pros-
toru R"*! zovemo n-dimenzionalna (jedini¢na) sfera, i ozna¢avamo sa S™:

S"={acR"™: |a|| =1}.

Pokazali smo da su R, C,H i O normirane algebre, koje su kao realni nor-
mirani prostori izomorfni IR, R?, R* R8, redom. Odatle slijedi da mnoZenja
na tim algebrama induciraju neprekidna mnozenja na S0 51 63 67,

Definicija 4.1. Za topoloski prostor X kazemo da je H-prostor (Hopfov
prostor) ako je na X definirano neprekidno mnoZenje koje ima dvostranu
jedinicu.

Dakle, SY, 51,531 57 su H-prostori. Frank Adams [1] je dokazao da je S"
H-prostor samo u tim slucajevima.

Teorem 4.1. (Adams) S" je H-prostor ako i samo ako jen =0,1,3,7.

Napomena4.1. Topoloska grupa G je topoloski prostor s neprekidnim mno-
Zenjem, takvim da je G grupa uz to mnoZenje, te da je preslikavanje x —

x~1, x € G, takoder neprekidno. Ogito je svaka topologka grupa ujedno i

H-prostor, ali obrat opéenito ne vrijedi.

Adams je dokazaoidaje S” topoloska grupa ako i samo akojen = 0,1, 3.
Stovige, S, S1, S3 su i Liejeve grupe (zainteresirani Citatelj moze za detalje
konzultirati npr. [8]). Primijetimo da S” nije topologka grupa uz mnoZenje
inducirano mnoZenjem oktoniona, zato $to to mnoZenje nije asocijativno.
Pomoc¢u Adamsovog teorema mozemo dokazati sljedece:

Teorem 4.2. Nekajen > 3. Ako na IR" postoji vektorski produkt, takav da za sve
a,b € R" vrijedi:

1. a x b je neprekidna funkcija uredenog para (a,b),

2. (axb)-a=0i(axb)-b=0,

3. ako su a i b linearno nezavisni, tada je a X b # 0,
tadajen = 3ili 7.

Dokaz. Za a,b € R" definiramo funkciju

Pa,b) = \/llal2BIP — (a-b)>.
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Tada je P(a, b) jednaka povrsini paralelograma kojega razapinju vektori a
i b, i ofito je neprekidna funkcija. Sada pomocu funkcije P, definiramo
funkciju f : R" x R" — R" s:

f(ﬂ,b) = { laxb]] axb#0,
0 axb=0.

Lagano se pokazuje da je tako definirana funkcija neprekidna. Funkcija f
zadovoljava sljedeca svojstva:

1. f(a,b)-a= f(a,b)-b=0,
2. ||f(a,b)|I* = P(a,6)* = |lal|*|[b]]* — (- b)*.

Ponovo, gledamo na R"! kao R & R", i definiramo funkciju p : R"*! x
Rl 5 R+ g

u((a,b),(c,d)) = (ac—b-d,ad +bc+ f(b,d)).
Funkcija y je takoder neprekidna, a (1,0) je jedinica za pt odnosno vrijedi:
1((1,0), (a,0)) = u((a,b), (1,0)) = (a,b).
Za p vrijedi i analogon jednakosti (11)):
e, )12 = Nl [lyll?, v,y € R (13)
Zax,y € S", po vidimo, da je tada i u(x,y) € S", pa slijedi da je u

neprekidna operacija mnoZenja sa jedinicom na 5”. Dakle, S" je H-prostor,
pa iz Adamsovog teorema slijedi da je n = 3ili 7. O

5 Vektorski produkt kao multilinearna funkcija

U posljednjem poglavlju ovog rada Zelimo pokazati 5to se dogodi ako vek-
torski produkt definiramo kao multilinearno preslikavanje umjesto biline-
arnog, te prilagodimo Pitagorino svojstvo. Prije nego sto definiramo vek-
torski produkt kao multilinearano preslikavanje, primijetimo da Pitagorino
svojstvo moZemo zapisati na sljedeéi nacin:
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gdje I'(u, v) predstavlja Grammovu determinantu. Opcenito, za uj, ..., u
iz unitarnog prostora R"”, Grammova determinanta I' (11, uy, . .., u;) pred-
stavlja determinantu Grammove matrice G(ul, uy, ..., uk):

U Up Up-Up e Up U
Up-Up Up- Uy -+ Up-U
G(ulruZ/-”/uk) = . .
uk-ul uk.uz PR uk.uk

Definicija 5.1. Vektorski produktje multilinearno preslikavanje X : (R")F —
R" (1 < k < n) koje zadovoljava sljedeca svojstva:

(i) X(uy,up, ..., ux)-u; =0,zasvakii=1,...,k
(i) X(uy,uz, ..., ug)  X(uy,uz, ..., ux) =T(uy, ... ug),
zasve U1, Uy, ..., up € R™.
Pritom pod multilinearnim preslikavanjem podrazumijevamo preslikava-
nje
! X : (RMF - R",
takvo da vrijedi

X(uy, .. aui+Bul, .. up) = aX(uy, ..o i, ug) +BX(ug, . il o ug),

za sve Uy, ... U, u; € R", zasvea, B € R, izasvei=l,... k Dakle toje
preslikavanje koje je linearno u svakoj od k varijabli, i taj pojam je prirodna
generalizacija ve¢ spomenutog pojma bilinearnosti. U sljedeé¢im primje-
rima vidjeti ¢emo za koje k i n postoji gore navedeni vektorski produkt:

k =1. U ovom slucaju, iz definicije vidimo da je vektorski produkt
X preslikavanje sa R” — R", koje je izometrija, bududi da po svojstvu (i)
vrijedi:

X(u)-X(u) =u-u, zasveu € R".

Takoder, X (u) je okomit na u, za svaki u € R", pa je adjungirani operator
od X jednak X* = —X, tj., za svaki u,v € R” vrijedi:

X(u) - v=u-X"(v) =—u-Xv).
Stoga vrijedi:

X2(u) = —X(X*(u)) = —u, zasveu € R". (14)
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Preslikavanja sa svojstvom (14), nazivaju se kompleksne strukture na V.
Op¢éenito vrijedi da, ako na vektorskom prostoru V postoji preslikavanje
koje je kompleksna struktura, tada je dimenzija od V paran broj. Dakle, u
slu¢aju kada je k = 1, vektorski produkt ¢e postojati na R”, samo ako je n
paran broj.

k = n —1.Nekajeskup {ej, ey, ..., €1 } ortonormirana baza za R". Mul-
tilinearno preslikavanje sa (R")"~! — R" definirano s

e1 e TN ey
U, U, Uy,
(M1, us,..., Mn_1) —
Up—1, Up-1, -+ Up-1,

zadovoljava svojstva iz definicije To je upravo slucaj iz Uvoda, spo-
menut kod ideja o prosirivanju vektorskog produkta, medutim koji smo
tada odbacili buduéi da se ne radi o binarnoj operaciji. Naime, za ovako
definiran vektorski produkt svojstvo (i) vrijedi, buduéi da je determinanta
matrice koja ima dva jednaka retka jednaka nula, a svojstvo (i7) se lagano
provjerava. Primijetimo da za k = 2in = 3, gornja konstrukcija vektor-
skog produkta odgovara standardnom vektorskom produktu na IR>.

k = 3,n = 8. Pretpostavimo da je X : R® x R® x R® — IR® vektorski
produkt, te neka je e € R8, takav da je e-e # 0. Promotrimo bilinearno
mnoZenje te funkciju g dane sa:

uv = %(X(u,e,v) +(u-e)v+(v-e)u—(u-v)e),
aw) ="

za svaki u,v € R8. Tadaje eu = ue = u, za svaki u, iz ¢ega slijedi da je
e jedinica za gornje definirano mnoZenje, te takoder iz svojstva (ii) defini-
cije vektorskog produkta slijedi da je q(uv) = gq(u)gq(v). Nadalje, moZze se
pokazati da vrijedi jedna od sljedece dvije formule:

X(u,0,w) = (e-e)(uv)w — (u-v)w— (v-w)u+ (u-w)v
ili
X(u,v,w) = (e-e)u(ow) — (u-v)w— (v-w)u+ (u-w)v,

pri ¢emu x — X oznacava standarnu konjugaciju na normiranoj algebri O,
identificiranoj s IR®, ¢ime su dane dvije formule za vektorski produkt na
RS,
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Za kraj, iskaZimo teorem iz [2] kojim formalno iskazujemo odgovor na pi-
tanje o egzistenciji vektorskog produkta iz definicije

Teorem 5.1. Vektorski produkt X : (R")* — R" postoji samo u sljede¢im sluca-
jevima:

1. njeparan, k =1;

2. n je proizvoljan, k =n —1;
3.n=37k=2

4. n=8 k=3
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