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Abstract

In one of the previous works it has been shown
how graphic presentation of an individual conics
can be programmed on the basis of the coefficients
of its equation in the general form. In this paper
the conic section pencil is explained, and it is
noted that it cannot contain any number of conics
of parabolic type, but that only all of them, or
two, or one or none can be of such type. The
conic section pencil is illustrated through several
examples from cartography.
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Graficki prikaz pramena konika pomocu racunala
SAZETAK

U jednom prethodnom radu pokazano je kako se
moze programirati graficko prikazivanje pojedine
konike na temelju koeficijenata njezine jednadzbe
u opéem obliku. U ovome radu objasnjava se
pramen konika te uocava da u njemu ne moze
biti bilo koji broj konika parabolickog tipa, nego
da takve mogu biti samo sve, ili dvije, ili jedna ili
niti jedna. Pramen konika ilustrira se na nekoliko
primjera iz kartografije.

Kljucne rijeci: konika, pramen konika, kartografske
projekcije

1. UvoD

radu Lapainea i Jovi¢ica (1996) pokazano je
kako se moze programirati grafi¢cko pri-

kazivanje pojedine konike na osnovi koefi-
cijenata njene jednadzbe u opcem obliku. Takav program
moze se onda nadopuniti tako da sluzi za crtanje skupa
krivulja koje pripadaju nekom pramenu konika.
Osim u geometriji, pramenovi konika susrecu se i u
drugim znanstvenim disciplinama. U ovom radu daje se
nekoliko primjera pramenova konika koji se pojavljuju
u matematickoj kartografiji pri grafickom prikazivanju
projekcije mreze meridijana i paralela kod perspektivnih
i pseudocilindri¢nih projekcija.

2. KONIKE

Najopcenitija jednadzba drugog stupnja od dvije
varijable x 1 y moze se napisati u obliku

F(x,y) = ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx +2ey + f=0 (@31
edje su a, b, ¢, d, e i frealni brojevi, i barem jedan od

brojeva a, b i ¢ razli¢it od nule. Geometrijsko mjesto
tocaka (x, y) u ravnini ¢ije koordinate zadovoljavaju
jednadzbu (2.1) zove se krivulja 2. reda, konusni presjek.,
konika ili cunjosjecnica.

Ako jea=b =c =0 tada se radi o specijalnim sluca-
jevima za koje se lako uocava da predstavljaju:

skup svih tocaka ravnine, ako je

d=0,e=0if=0;
pravac, ako je d~ OfilitelAl0 e (210)
prazan skup, ako je d=0,e=0i1fz0.

Pretpostavimo da je bar jedan od brojeva a, b, ¢ razlicit
od nule. Pomocu rotacije ravnine oko ishodista i tran-
slacije ravnine moguce je svaku koniku prikazati u stan-
dardnom ili kanonskom obliku (vidi npr. Lapaine i
Jovici¢ 1996).

Realna simetri¢na matrica

e a b 2.3)
g - =

od osnovne je vaznosti pri analizi jednadzbe (2.1).
Njezine svojstvene vrijednosti A; i A, rjeSenja su

kvadratne jednadzbe
A2 —(a+c)A+ac-b*=0 (2.6)
dakle
1 , 7
/1,=;|:a+c+\/(a+c)'—4(ac—b‘)} 2.7)
1
/13:5[a+c—\/(a+c)2—4(ac—bz)] (2.8)

Buduci da se izraz ispod korijena moze napisati u obliku
zbroja kvadrata:
(a+c)2—4((16—[)2)=(a—c)2+4b2 (2:9)
to najprije zaklju¢ujemo da su A, i A, realni brojevi.
Zatim, A; = A, ako i samo ako je a = c 1 b= 0. Konacno,
ne moze biti 4;=4=0,jer bi tada moralo biti a=b=c=0,
§to je u suprotnosti s po¢etnom pretpostavkom.
Ako je 41 = Ax tj. a=cib =0, tada se lako uocava da je
svaki vektor u ravnini svojstveni vektor matrice 6. Ako
svojstvene vrijednosti 4; i A, nisu medusobno jednake,
onda vrijedi relacija

A —a

)

gdje smo s O oznacili kut §to ga svojstveni vektor vy koji
pripada svojstvenoj vrijednosti A; zatvara s pozitivnim
smjerom osi x. Cinjenica da osim kuta 6, relaciju (2.10)
zadovoljavaju i kutovi oblika 8+ ik, k € Z, ne otezava
daljnju primjenu jer je o¢ito sasvim svejedno koji cemo
od njih uzeti za smjer svojstvenog vektora v; (mozemo
uzeti npr. O € (-n/2, w/2)).
Pri programiranju formule (2.10) moramo voditi racuna
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tan 6 =

(2.10)
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o tome da ce ona zatajiti u slué¢aju kad je b = 0. Zato taj
slucaj treba promatrati odvojeno. Lako se pokaze da tada
mora biti 6= 0.
Oznacimo jo§
o dcosfO+esinf
= : @211
{ﬁ:| [—dsm 0+ ecos 9}
Postoji devet klasa konika, tj. za zadane a, b, ¢, d, e i f,
jednadzba (2.1) jedan je od devet tipova ravninskih
krivulja koje se nazivaju konikama. Od njih su dva tipa
imaginarna jer u tim sluc¢ajevima ne postoje realne tocke
koje bi zadovoljile jednadzbu (2.1).
Ako je matrica d regularna, 44, # 0, oznac¢imo
[ = f =it Ay =% 1Ay (2.12)
1 imamo sljedece slucajeve:
(1) sgnA=sgnA,=sgnf if #0,
imaginarna elipsa
(ii) sgnA=sgnhzsgnf if #0
realna elipsa
(iti) sgn A =sgn i, if' =0
tocka
(iv) sgn A #sgn A if #0
hiperbola
(v) sgnA #sgni if'=0
dva pravca koji se sijeku.
Ako je matrica d singularna, a A # 0 i A, = 0, ozna¢imo
g g%, 218
i 3 T (2.13)
1 imamo sljedece slucajeve:
wil) B=#0
parabola
(viil) B=0isgn A #sgnf if #0,
dva paralelna pravca
(viiil) B=01isgn A =sgnf
dva imaginarna pravca
(ixD)f p=081 =0
dvostruki pravac.
Akoje A1 =01 A, #0, tada oznac¢imo
2
e ey £ (2.14)
A
1 imamo sljedece slucajeve:
vi2) o0
parabola
vii2) a=0isgn L #sgnf if #0,
dva paralelna pravca
(viii2) a=01isgn A, =sgnf’
dva imaginarna pravca
@2) a=017=0
dvostruki pravac.
Za krivulje tipa (i) - (iii) kaze se da su eliptickog, dok su
krivulje tipa (iv) - (v) hiperbolickog, a (vi) - (ix) para-
bolickog tipa. U prethodnom je radu (Lapaine i Jovi¢ic
1996) potanko prikazano kako se dolazi do opisane kla-
sifikacije te kako se svaka od navedenih realnih krivulja
moze nacrtati uz pomo¢ racunala 1 odgovarajuce je-
dnadzbe krivulje u parametarskom obliku.
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3. PRAMEN KONIKA
Neka su
Fx,y)=

= a1x2 + 2b1xy + ¢1y2 + 2d)x +2e1y +f| =) (851
G(x,y) =

= apx? + 2byxy + ¢2y?2 + 2dox +2exy + =0 (B12)
jednadzbe dviju konika. Za proizvoljni t € R sastavimo
izraz

H(x,y) = F(x, y) + uG(x, y) (3.3)
Polinom H je oblika

H(x,y) = ax2 + 2bxy +cy2 + 2dx + 2ey + f (3.4)
gdje smo oznacili

a=a tillay. . JS=hH+UH (3.5)
Za svaki pojedini i € R, izraz

H(x,y)=F(x,y) + uG(x,y) =0 (3.6)

jednadzba je konike u smislu definicije iz prethodnog
poglavlja, ako je barem jedan od brojeva a, b i ¢ razlicit
od nule. Za zadane realne brojeve ay, b,....f1, a2, ba,....f>
14 € R skup svih konika obuhvacenih jednadzbom (3.6)
zove se pramen konika. Konike pomocu kojih je pramen
definiran 1 kojima odgovaraju jednadzbe F(x, y) i G(x,y)
zovu se osnovne konike pramena. Bez vecih teskoca
moguce je pro§iriti razmatranja na pramenove c¢ije su
osnovne krivulje reda < 2.
Za svaki ¢vrsti i1 € R jednadzba (3.4) predstavlja jednu
krivulju iz pramena ili u specijalnom slu¢aju prazan skup.
Tip krivulje ovisit ¢e prvenstveno o svojstvenim
vrijednostima A;, A, matrice 8. Njena determinanta je
det (8) = MAry=ac—b2=m 12+ nu+p (BY)
gdje smo oznacili
m=acr, — b2,
n=acy+cia,— 2b b, (3.8)
pP=ac — b]z.
Determinanta matrice & jednaka je nuli u sljedecim
sluc¢ajevima:
1. za svaki 4 € R, ako je

m=n=p=0,
2. ni za koji 4 € R, ako je

m=n=0,p%0ilim#0,D<0
3. za U= -p/n, ako je

m=0,n#0
4. za u=-p/l2m, ako je

mZ0D=10
5.za [, =(-n ++/D)/2m, ako je

=000 =5(0),

gdje je D = n2 —4mp.

Odatle mozemo zakljuciti da u pramenu konika ne moze
biti bilo koji broj konika parabolickog tipa, nego takve
mogu biti samo sve, ili jedna, ili dvije ili niti jedna.
Pramenovi krivulja 2. reda mogu se zadavati i istrazivati
na razli¢ite nacine. Tako je npr. Cesarec (1957) vrlo
detaljno opisao dvije njihove klasifikacije: projektivnu
1 afinu.
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=

Slika 1: Pramen konika
(24x2+18xy+8012—72x—160y-240)+
+1(84x2—202xy+200y2+168x—600y) = 0
Crvenom linijom prikazane su osnovne konike
pramena

Pri ispitivanjima pramenova konika znatno mogu pomoci
odgovarajuci graficki prikazi. S obzirom na relativnu
slozenost takvih crteza, treba klasi¢ni mukotrpni i
dugotrajni na¢in crtanja zamijeniti crtanjem uz primjenu
racunala. U radu Lapainea i Jovicica (1996) pokazano
je kako se moze programirati graficko prikazivanje poje-
dine konike na osnovi koeficijenata njezine jednadzbe u
opc¢em obliku. Takav program moze se sada nadopuniti,
tako da sluzi za crtanje skupa krivulja koje pripadaju
nekom pramenu. U skladu s time, autor ovog rada sasta-
vio je odgovarajuci program za crtanje proizvoljnog
pramena konika. Pomocu spomenutoga programa izra-
den je crtez pramena na slici 1 (primjer preuzet od Ce-
sarca (1957)).

U sljedecih pet poglavlja opisuju se neki primjeri prame-
nova konika u kartografiji.

4. GNOMONSKA ILI CENTRALNA PROJEKCIJA
Jedan od lijepih primjera pramena konika u kartografiji
skup je paralela u gnomonskoj ili centralnoj projekciji
Zemljine sfere. Uzmimo za model Zemlje sferu polu-
mjera R > 0,

S={(X,Y,Z) e R3: X24+Y2+72 = R?} (4.1)
i parametrizirajmo je pomocu preslikavanja

[-7/2, m/2]x[-7, ] — R3 zadanog formulama

X = R cos@ cosA,

Y = R cos@ sinA, 4.2)
Z =R sing.

Tako definirana parametrizacija regularna je do na zane-
mariv skup. Parametri ¢ A geografska su Sirina, odnosno
duljina, a parametarske su krivulje paralele (¢ = const.)
i meridijani (A = const.). Gnomonska ili centralna pro-
jekcija moze se geometrijski opisati kao perspektivno
projiciranje sfere na ravninu s centrom projiciranja
smjestenim u srediStu sfere. Ako ravnina projekcije
tangira sferu u to¢ki odredenoj koordinatama (¢, 0) tada

se jednadzbe gnomonske projekcije mogu napisati (lijevi
koordinatni sustav!) u obliku (Bor¢i¢ 1955):

R(sin ¢ cos A —cos @ tan @)
X =

sin @ tan ¢ + cos ¢, cos A

Rsin A

y=
© sin @ tan ¢ + cos @, cos A

(4.3)

Lako se moze izvesti da su projekcije meridijana u toj
projekciji pravei koji pripadaju pramenu

y =tan A(xsin @, + Rcos @) (4.4)
dok su projekcije paralela odredene pramenom

(xcos @y — Rsin (Z)O)2 =

—tan? @[(cos @, — Rsin ¢y)* +y*1=0 (4.5)
Ako je ¢, € (0, m/2), tada su projekcije paralela:
hiperbole akoje ¢e (-2, ¢,
parabola o= 9,
elipse o€ (¢, m2)
dvostruki pravac =0
tocka o= -m2ili 9= 72

Mreza meridijana i paralela u gnomonskoj projekciji uz
¢, = m/4 prikazana je na slici 2.

.

Slika 2: Mreza meridijana i paralela u gnomonskoj
projekciji

5. STEREOGRAFSKA PROJEKCIJA

Neka je sfera polumjera R parametrizirana geografskom
parametrizacijom (vidi prethodno poglavlje). Stereo-
grafska projekcija moze se geometrijski opisati kao
perspektivno projiciranje sfere na njezinu proizvoljnu
tangencijalnu ravninu. Srediste je projiciranja u tocki
§to lezi na sferi, dijametralno suprotno diralistu tan-
gencijalne ravnine. Ako ravnina projekcije tangira sferu
u tocki odredenoj koordinatama (¢, 0), tada se jednadzbe
stereografske projekcije mogu napisati u obliku (Bor¢ic
1955):

~_ R(sing, cos ¢ cos A —cos @, sin @)

x= :
1+ sin ¢ sin @ + cos ¢, cos ¢ cos A

Rsin A cos ¢

y= : -
" 1+sin @, sin @ +cos ¢, cos ¢ cos A

G

Lako se moze izvesti da projekcije meridijana u toj
kartografskoj projekciji pripadaju pramenu
Ry +tancos g, (x> —2Rxtan gy +y* - R*)=0 (5.2)

dok su projekcije paralela iz pramena
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o s 2Rcos ¢
X+y' +——x=0 ©3)
sin ¢y +sin @
Iz relacije (5.2) 1(5.3) moze se izvesti da su za ¢, € (0, 7/2),
projekcije meridijana kruznice ili pravac, dok su pro-
jekcije paralela kruznice ili tocka. Mreza meridijana i
paralela u stereografskoj projekciji uz ¢, = 7/4 prikazana
je naslici 3.

Slika 3: Mreza meridijana i paralela u stereografskoj
projekciji

6. MOLLWEIDEOVA ELIPTICKA
PSEUDOCILINDRICNA PROJEKCIJA
Postoji velik broj pseudocilindri¢nih kartografskih
projekcija (vidi npr. Canters i Decleir 1989). Neke od
njih imaju projekcije meridijana u obliku konika, pa se
ovisno o tipu konika nazivaju elipticke, parabolicke ili
hiperboli¢cke (Snyder 1977). Jednu od najpoznatijih
pseudocilindri¢nih projekcija predlozio je 1805.
njemacki matematic¢ar Karl Mollweide. To je ekviva-
lentna pseudocilindri¢na projekcija s elipti¢nim
meridijanima, koja se prema svome autoru zove
Mollweideova projekcija.
Neka je sfera polumjera R parametrizirana geografskom
parametrizacijom (vidi 4. poglavlje). Mollweideova je
projekcija definirana jednadzbama

2R\2 A
x=RV2sinB, y="—""""cosf (6.1)
b/

gdje je f pomocni kut koji zadovoljava transcendentu
jednadzbu
sinB+2f = msin¢ (6.2)

Projekcije meridijana u toj kartografskoj projekciji
pripadaju pramenu elipsa:

n2yr +42%(x* -2R*)=0 (6.3)
dok su paralele dijelovi medusobno paralelnih pravaca
x=R\2sinf (6.4)

Na slici 4. prikazane su mreza meridijana i paralela i
konture kontinenata u Mollweideovoj projekciji.
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Slika 4: Mollweideova elipticka pseudocilindri¢na
projekcija

7. CRASTEROVA PARABOLICKA
PSEUDOCILINDRICNA PROJEKCIJA

Neka je sfera polumjera R parametrizirana geografskom

parametrizacijom (vidi 4. poglavlje). Potpukovnik

Craster predlozio je 1929. paraboli¢ku pseudocilindri¢nu

projekciju koja je definirana jednadzbama (Steers 1965,

Canters i Decleir 1989):

i
.vzx/ﬁRsing. _\'=\/§Rl(2cosT¢—l) 7.1

Projekcije meridijana u toj kartografskoj projekciji
dijelovi su parabola koje pripadaju pramenu:

T\3T Ry +A(4x> =37R*)=0 (7.2)
dok su paralele dijelovi medusobno paralelnih pravaca
=TT Rsingi (7:3)

Na slici 5. prikazani su mreza meridijana i paralela i
konture kontinenata u Crasterovoj projekciji.

Slika 5:  Crasterova paraboli¢ka pseudocilindri¢na
projekcija

8. PUTNINSOVA P_ HIPERBOLICKA
PSEUDOCILINDRICNA PROJEKCIJA
R. V. Putnin§ predlozio je 1934. dvanaest pseudocilin-
dri¢nih projekcija, a svaka od njih ima meridijane u
obliku elipsa. parabola ili hiperbola (Putnin§ 1934).
Neka je sfera polumjera R parametrizirana geografskom
parametrizacijom (vidi 4. poglavlje). Putnin§ova Ps
hiperbolicka pseudocilindri¢na projekcija definirana je
jednadzbama
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x=kR¢, y=kRAQ2-+1+12¢>/ n?) (8.1)
edje je k = 1.01346. Projekcije meridijana u toj
kartografskoj projekciji dijelovi su hiperbola koje
pripadaju pramenu:

(x-kRAZ ~A2(123% 1 n* + 2R*)=0 (8.2)
dok su paralele dijelovi medusobno paralelnih pravaca
x=kR¢ (8.3)

Slika 6: Putninsova Ps hiperbolicka pseudocilindri¢na
projekcija

Na slici 6. prikazani su mreza meridijana i paralela i
konture kontinenata u PutninSovoj Ps projekciji. Uocava
se da je pramen (8.2) oblika

F(x,y)+A G()\‘,_\')+)L2 HEo))=0

Autoru ovoga rada nije poznato jesu li se matematicari
bavili prou¢avanjem takvih pramenova konika.
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