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pravcastih ploha 4. stupnja

Generation of Five Types of Ruled Quartics
ABSTRACT

According to Sturm (4], [7]), the ruled quartics
are classified into twelve types. In this paper only
five types, where directing curves can be conics
and straight lines are selected and there is one or
more examples given for each of them. In these
examples we described the constructive generation
of the surfaces, and by means of their parametric
equations we made the graphics in Mathematica

3.0.
Keywords: ruled quartics, ruled surfaces

Izvodenje pet tipova pravcastih ploha 4. stupnja
SAZETAK

Ilzmedu dvanaest vrsta pravcastih ploha 4. reda,
po Sturmovu (4], [7] razvrstavanju, izdvojeno je
pet kod kojih se za ravnalice mogu odabrati konike
i pravci. Za svaku od tih pet vrsta ploha dan je
jedan ili viSe primjera. U primjerima su opisani
nacini njihova konstruktivnog izvodenja, a pomocu
parametarskih jednadzbi napravljeni su crtezi u
programu Mathematica 3.0.

Kljucne rijeci: pravcate kvartike, pravcaste plohe

UvoD

vakom tockom pravcaste plohe prolazi barem
S Jjedan pravac te plohe, sto daje velik broj moguc-

nosti primjene pravcastih ploha u graditeljstvu.
Stoga je konstruktivna obrada tih ploha sadrzaj gotovo
svake knjige koja se upotrebljava u nastavi geometrije
na tehnic¢kim fakultetima u nas (npr. [1], [2], [5]. [8]).
Cilj je ovoga rada prikazati jednostavnost njihova iz-
vodenja i raznolikost njihovih oblika. Za graficke prikaze
ploha upotrijebiti cemo programski sustav Mathematica
3:0)!

1. OPCENITO O ALGEBARSKIM PRAVCASTIM
PLOHAMA
U ovom poglavlju navodimo neke opce definicije i teo-
reme vezane uz pravcaste plohe. Navodimo ih bez do-
kaza, za koje se Citatelja upucuje na bilo koju od knjiga
[10]. [7], [8] ili [9].
Prostor za nasa razmatranja prosireni je euklidski prostor
(model projektivnog prostora), tj. euklidski prostor
nadopunjen neizmjerno dalekim elementima. Prostor
sadrzi o3 toCaka 1 eo* pravaca. Stoga se u njemu mogu
promatrati:

plohe - skupovi od =2 neprekinuto povezanih tocaka,
krivulje - skupovi od eo! neprekinuto povezanih
tocaka,

kompleksi - skupovi od =3 neprekinuto povezanih
pravaca,

kongruencije - skupovi od e neprekinuto povezanih
pravaca,

pravcaste plohe - skupovi od e! neprekinuto
povezanih pravaca.

Pravcasta ploha nastaje neprekinutim gibanjem nekog
pravca pri kojem se on sam u sebi ne pomice. Osnovna
je podjela tih ploha je na razmotljive, koje se mogu razviti
u jednu ravninu bez kidanja, 1 vitopere kod kojih je takvo
razvijanje nemoguce. Skup tocaka kojih Kartezijeve
koordinate zadovoljavaju neku algebarsku jednadzbu n-
-toga stupnja nazivamo algebarskom plohom n-toga
reda. U ovom radu bavit ¢emo se iskljucivo vitoperim
algebarskim pravcastim plohama.

Algebarske plohe 1 krivulje, kompleksi i kongruencije
razvrstavaju se prema njihovu redu i razredu. Konstruk-
tivnoj obradi prostora primjerene su geometrijske inter-
pretacije tih pojmova kojima se sluzi sinteticka geomet-
rija.

— Red (razred) algebarske plohe jednak je broju njezinih
to¢aka (dirnih ravnina) incidentnih s nekim pravcem.
Ako sured irazred plohe jednaki onda taj broj nazivamo
njezinim stupnjem.

— Red prostorne krivulje jednak je broju njezinih tocaka
incidentnih s nekom ravninom, dok joj je razred jednak
broju dirnih ravnina incidentnih s nekim pravcem.

— Red ravninske krivulje jednak je broju njezinih sje-
ciSta s nekim pravcem incidentnim s ravninom krivulje,
dok joj je razred jednak broju tangenata incidentnih s
nekom tockom ravnine krivulje.

— Red kompleksa jednak je redu stosca §to ga Cine sve
zrake (pravci koji pripadaju kompleksu) incidentne s
nekom tockom, dok mu je razred jednak razredu krivulje
koju omataju sve njegove zrake u nekoj ravnini. Red i
razred nekog kompleksa uvijek su jednaki.

— Red (razred) kongruencije jednak je broju njezinih
zraka incidentnih s nekom to¢kom (ravninom).

Pri tim prebrojavanjima racunaju se realni i imaginarni
elementi.

Izvodenje

Pravcaste plohe kao sustave od <! neprekinuto povezanih
pravaca u prostoru mozemo najopcenitije promatrati kao
presjeke triju kompleksa ili kao presjek jedne kongru-
encije 1 jednoga kompleksa. Dosljedno sprovodenje tog
drugog nacina izvodenja zahtijevalo bi, medutim,
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znacajnije udubljivanje u pravcasti prostor. Zbog toga
¢e predmet naSeg proucavanja biti uglavnom one
pravcaste plohe koje nastaju kao presjek triju kompleksa
zadanih algebarskim krivuljama. U tom smislu pravcaste
se plohe mogu promatrati kao skupovi od e<! neprekinuto
povezanih pravaca koji sijeku tri algebarske krivulje & .
k,ik,. Krivuljek . k, 1k, nazivamo ravnalicama, apravce
koji 1h sijeku 17vodmcama plohe. (Slika 1)

ky

ky

A k
\i

Slika 1

Red i razred

Ako su redovi krivulja k , k,, k, redom n . n, i n, te ako
se one ne sijeku, red pravcaste plohe Jednak je2 nonn,.
Ako se, medutim, krivulje k, i k, sijeku u _]ean_] tockl
raspast ce se pravcasta ploha reda 2 n n,n, nastozac s

vrhom u tom sjecistu i osnovicom k| (sllka 2) te plohu
reda2n nn,—n,.

ka

Slika 2

Stoga opcenito vrijedi: ako se krivulje &, 1 &, sijeku u s,
tocke, krivulje k ik, u s, tocke, a krlvulje k,ik, u s
tocki tada je red pravcaste plohe koju cemo promatrau
jednak
2/1/1/1 (Sl‘l +sn+sn) (1)
Ako ploha nastaje kao presjek kongruencije n-tog reda,
m-tog razreda i kompleksa r-tog stupnja red plohe jednak
je r (n + m). Koliko ce se 1 kakvi stoSci pojaviti pri
raspadu te plohe moze se diskutirati u konkretnim
slu¢ajevima.

Red 1 razred pravcaste plohe uvijek su jednaki. Stoga
pravcaste plohe imaju odredeni stupanj.

Visestruke linije

Visestruke linije vitopere pravcéaste plohe njezine su
ravnalice k . k, 1 k,. a strukost im je redom

nn=s, n I‘I—Sln n,=s. )
To se lako zakljucme na temelju ¢injenice da svakom
tockom npr. krivulje k1 prolazi n, n, izvodnica plohe koje
su presjek stozaca s vrhom u toj tocki i osnovicama k| i
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k, (slika 3).

Napomena: u slu¢ajevima kada se radi o pravcastoj rav-
nalici koja je ujedno i izvodnica tih stozaca koji su
dijelovi raspada pravcaste plohe gornja se formula mora
modificirati ovisno o tome koliko je puta pravcasta
ravnalica brojena pri raspadu.

ki

Slika 3

Sustavi izvodnica
Vitopere pravcaste plohe 2. reda (jednoplohi i paraboli¢ni
hiperboloidi) jedine su plohe s dva sustava izvodnica,
tj. u svakoj tocki takve plohe sijeku se dvije njezine
izvodnice. Sve pravcaste plohe reda veceg od 2 imaju
samo jedan sustav izvodnica, tj. svakom njihovom
tockom, koja ne lezi na viSestrukoj liniji, prolazi
jedinstvena izvodnica plohe.

Dirne ravnine

Dirna ravnina u nekoj tocki vitopere pravcaste plohe reda
n sadrzi izvodnicu koja prolazi diraliStem te sijece plohu
po krivulji reda n—1.

Pramen dirnih ravnina uzduz jedne izvodnice vitopere
pravcaste plohe projektivno je pridruzen nizu njihovih
diralista na toj izvodnici.

Konoidalne plohe i konoidi

Konoidalna pravcasta ploha nastaje onda kada je jedna
od njezinih ravnalica neizmjerno daleki pravac. Ako plo-
ha uz taj neizmjerno daleki pravac sadrzi kao ravnalicu
jos i jedan pravac u konac¢nosti, nazivamo je konoidom.
Torzalni i oskularni pravci

Izvodnicu uzduz koje postoji jedinstvena dirna ravnina
§to plohu sijece jos i u krivulji reda n —2 nazivamo
torzalnim pravcem 1. reda, a onu uzduz koje jedinstvena
dirna ravnina sijece plohu jo$ i po krivulji reda n —s,
torzalnim pravcem reda s—1, s = 2,.....n—1. Torzalni
pravac 2. reda nazivamo i oskularnim pravcem plohe.
Kuspidalne tocke

Kuspidalne ili Siljaste tocke one su tocke dvostruke linije
plohe u kojima dvije tangencijalne ravnine koincidiraju.
Na pravcastim plohama to su tocke presjeka torzalnih
pravaca idvostrukih linija plohe. Svaki ravninski presjek
kroz takvu tocku imat ce u njoj Siljak. One su ujedno i
tocke koje na dvostrukim linijama razdvajaju dijelove
Sto sadrze ¢vorove od onih §to sadrze izolirane dvostruke
tocke™ ravninskih presjeka plohe.

“Dvostruku tocku ravninske krivulje nazivamo &vorom, Silj-

kom ili izoliranom dvostrukom tockom ako su u njoj dvije
tangente krivulje realne i razlicite, realne i jednake ili
konjugirano imaginarne.



KoG+2/1997

Sonja Gorjanc: Izvodenje pet tipova pravcastih ploha 4. stupnja

2. PRAVCASTE PLOHE 4. STUPNJA

Neraspadnuta ravninska krivulja 4. reda moze imati naj-
vise tri dvostruke 1 najvise jednu trostruku toc¢ku. Stoga
se na plohama 4. reda kao dvostruke krivulje mogu
pojaviti samo prostorne krivulje 3. reda, konike ili pravci,
a kao trostruka linija jedino pravac.

Prav¢aste kvartike (plohe 4. reda) mogu se razvrstavati
prema gradi njihovih algebarskih jednadzbi [10., str. 203-
213]. U geometrijskoj interpretaciji to je razvrstavanje
prema redu i polozaju njihovih ravnalica, te vrsti i broju
torzalnih pravaca. Prema [4] prvu je takvu klasifikaciju
nac¢inio Cremona, a doradio Sturm. U knjizi [7, str. 246-
294] pravcaste su kvartike detaljno obradene prema
Sturmovoj klasifikaciji po kojoj postoji dvanaest tipova.
U daljnjem cemo se izlaganju pozivati na to razvrstavanje
prema kojemu su plohe obradene i u radnji [6]. a u knji-
gama [8] i [9] navedene su osnovne karakteristike poje-
dinih tipova. U knjizi [10] Salmon navodi Cayleyjevu
klasifikaciju (takoder dvanaest tipova) te dodaje i svoju
(trinaest) tipova. U knjizi [4, str. 76-80] dana je usporedba
Cremonine, Sturmove i Cayleyjeve klasifikacije.

3. PRIMJERI PRAVCASTIH PLOHA 4. STUPNJA
ZADANIH PRAVCIMA I KONIKAMA
Prema Sturmovu razvrstavanju postoji pet vrsta prav-
castih kvartika kod kojih se kao ravnalice mogu odabrati
konike i pravci. To su tipovi V, VII, VIIL, IX 1 XI. U
ovom ¢emo poglavlju svaki od navedenih tipova ilustri-
rati s jednim ili viSe primjera.
Parametarske jednadzbe ploha, povoljne za crtanje u Ma-
thematici, izvest cemo u prvom primjeru dok cemo ih u
ostalima samo navesti. One se, naime, za svaki od iducih
slu¢ajeva izvode na sli¢an nacin.
Torzalne pravce plohe takoder cemo istaknuti jedino u
prvom primjeru. Dosljedno odredivanje njihove vrste,
realnosti, imaginarnosti ili podudaranja zahtijevalo bi
zntnije zalazenje u podrucje diferencijalne geometrije
ili pak, pri sintetickom pristupu, vrlo dugacke opise.

3.1. VII. VRSTA U STURMOVOJ KLASIFIKACIJI

Taj tip pravcastih kvartika nastaje kada su ravnalice dva
mimosmjerna pravca i konika koja ih ne sijece. MoZzemo
ih promatrati kao presjek triju kompleksa odredenih tim
ravnalicama, ali i kao presjek kompleksa 2. stupnja odre-
denog konikom i hiperbolicke linearne kongruencije od-
redene mimosmjernim pravcima. (Skup od o2 transver-
zala dvaju mimosmjernih pravaca nazivamo linearnom
hiperbolickom kongruencijom). Ploha iste vrste nastaje
i ako se bilo koji drugi kompleks 2. stupnja odabere kao
temeljni.

Mimosmjerni su pravci dvostruke linije tih ploha.
Plohe upravo toga tipa najcesci su primjeri pravcastih
kvartika u literaturi ([ 1., str.177], [3. str.313]. [5. str. 180]).
Primjer 3.1.1.

Ravnalice plohe su kruznica u ravnini xy i dva mimo-
smjerna pravca paralelna s koordinatnim osima (slika
4).

Slika 4

Izvodnice te plohe mogu se konstruirati kao spojnice
probodista pravca [ i kruznice ¢ s ravninama pramena
[/,] (slika5), ili kao spojnice probodista pravca fid
kruznice ¢ s ravninama pramena [[] (slika6).

Slika 5

Slika 6

Za dobivanje grafickog prikaza plohe u programu Ma-
thematica najprikladnije je upotrijebiti njezine parame-
tarske jednadzbe. Poznavajuci samo osnove analiticke i
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nacrtne geometrije one se u ovom slucaju vrlo jedno- <<Graphics ‘ParametricPlot3D*;
stavno izvode. Zbog ravnomjerne rasporedenosti izvod- ParametricPlot3D[ ;

5 e 5 B : {(1-z) Cos[ul,0.5(2-z) Sin[ul,z},
nica parametrizirat cemo plohu pomocu veli¢ina u i z (US0S2PiA Py 20) ez S0 RS
(slika 7). ViewPoint->{-3.5,2,1.75},

Boxed->False,Axes->None,
ColorOutput->GrayLevel]

Slika 7

Slika 10

Iz tlocrta izvodnice (slika 8) zakljucujemo da ona lezi u

myee Torzalni pravci leZe u onim ravninama pramenova [/ JilL]

koje su dirne za kruznicu c. U svakoj od tih ravnina dvije

S ty 3) izvodnice koje se sijeku na dvostrukom pravcu padaju
i zajedno u torzalni pravac. Ravnina pramena zajednicka

je dirna ravnina za sve tocke torzalnog pravca, osim za

(cosu, sinu) kuspidalne. Kuspidalna tocka, sjeciste dviju neizmjerno

(0, 0.5sinw) blizih izvodnica, nalazi se na dvostrukom pravcu koji

u X nije nosilac pramena kojem pripada ravnina (slika 11).

>

(- cosu, 0)

Slika 8

Iz nacrta izvodnice (slika 9) vidimo da se ona nalazi i u
ravnini

y=0.5 (2-2z) sinu. (4)
\ z
©,2) \
i},
(sinu, 0) Y,
Slika 9
\ Slika 11
Relacije (3) 1 (4) daju parametarske jednadzbe plohe
X(u. z) = (1 - z) cosu Pomocu programa Mathematica moguce je dobiti i
Y(u,z)=0.5 (2 — z) sinu prikaze koji. barem djelomice. otkrivaju i unutarnju
Zu.z)=z, ue[0,2n). ze R. (5) stranu plohe. Na slici 12 dan je takav prikaz dijela plohe

omedenog ravninama z = —0.5 1 z = 2.5 te naredba za

Na slici 10 prikazan je dio plohe omeden ravninama crtanje.
z=01z =2 te naredba za crtanje.
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Show[
Table[
ParametricPlot3D[{(1-z) Cos[u],0.5(2-z) Sin[ul,z},

(U052R5 Ri/24 1 iz s d=a/81ReySIMN = 5,2 -5=3/3156/31),

DisplayFunction->Identity],
Table[
ParametricP1ot3D[{(1-z) Cos[ul],0.5(2-z) Sin[ul,z},

{u,j,j+Pi/24,Pi/24} {z,-.5,2.5,3/31}1,1],0,2Pi-Pi/12,Pi/12}

DisplayFunction->Identity]],
ViewPoint->{-3.5,2,1.75},
Boxed->False,Axes->None,
ColorOutput->GrayLevel,
DisplayFunction->$DisplayFunction]]

Slika 12

Primjer 3.1.2.

Ravnalice konoida su kruznica u xy ravnini, pravac
paralelan s osi x te neizmjerno daleki pravac ravnine yz.
(Neizmjerno daleki pravac prostora analiticki cemo
zadavati pramenom paralelnih ravnina, dok cemo pri
grafickom prikazu upotrebljavati bilo koju ravninu tog

pramena, tzv. direkcijsku.) (Slika 13)
G xr+ye=1 z=0

Slika 13

Izvodnice konoida odreduju se kao spojnice probodista
pravca [, i kruznice ¢ s ravninama pramena paralelnih
ravnina [/,7] (slikal4), ili u ravninama pramena [/ ] kao
paralele s direkcijskom ravninom kroz probodista

kruznice s ravninama pramena (slikal5).

0

5

Slika 14

Ly

Slika 15

Za iste parametre kao u prethodnom primjeru parame-

tarske su jednadzbe tog konoida:
X(u, z) = cosu

-2z

Y 2) = sinu

Z(u,z)=z, ue [0,2n], ze R.

(6)

Na slici 16 prikazan je dio konoida omeden ravninama

z=-081z=23.

Slika 16
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3.2. VIII. VRSTA U STURMOVOJ KLASIFIKACIJI

Taj tip ploha nastaje iz prethodnog ako se pravei / 1/,
podudaraju, tj. izvodnice plohe su zajednicke zrake
kompleksa 2. stupnjailinearne parabolicke kongruencije
stemeljnim praveem /=1 =/. (PridruZi li se projektivno
ravninama nekog pramena [p] niz toc¢aka (p) tada svi
pravci u ravninama pramena koji prolaze njima pridru-
zenim to¢kama ¢ine linearnu parabolicku kongruenciju
odredenu temeljnim pravcem p. Vidi sliku 17.)

Slika 17

Pravac [ dvostruki je pravac ploha tog tipa.
Konoidalne plohe tog tipa nazivamo cilindroidima.
Primjer 3.2.1.
Ploha je zadana kruznicom u xy ravnini te parabolickom
linearnom kongruencijom s temeljnim pravcem koji je
paralelan s osi x. (Slika 18)

G x+y2=1, z=0

Projektivitet izmedu niza tocaka (/) i pramena ravnina
[/], koji odreduje parabolicku linearnu kongruenciju.
zadan je na sljedeci nacin:

Ao & x,=tanv,v=”4(0,z),A€ (), e [

7

A (tany, 0, 1)

Slika 18

Izvodnice plohe u ravninama pramena [/] odreduju se
kao spojnice probodista ravnine s kruznicom ¢ i one tocke
pravca [ koja je projektivno pridruzena ravnini pramena
(Slika 19).

Za parametre u 1 z parametarske su jednadzbe plohe:
X(u., z) = (sinu — cosu) (1 —z) + cosu
Y(u, z) = cosu (1 — z)
Z(u,z)=2z, ue [0,2n], ze R. (7

62
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Slika 19

Na slici 20 prikazan je dio plohe omeden ravninama
= 7=

Slika 20

Primjer 3.2.2.

Cilindroid je zadan kruznicom u ravnini xz, neizmjerno

dalekim pravcem ravnine yz te parabolickom linearnom

kongruencijom kojoj je taj pravac temeljni (slika 21).
Co..X2+ 2= 1,7 y=0

Projektivitet [/ ]A (/™) odreden je na sljedeci nacin:
Ako jeravnina o€ [["] dana jednadzbom x =1, tada njoj

- g % oo oo o tant
pridruzenatockaA” e o, A"e [ lezinapravcu z = y T

oo

[

Slika 21
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Izvodnice plohe u ravninama pramena [[”] odreduju se
kao spojnice probodista ravnine s kruznicom ¢ 1 one tocke
pravca ™ koja je projektivno pridruzena ravnini pramena
(slika 22).

Slika 22

Zaravnine pramena [[”] u kojima leze realne izvodnice
cilindroida mozemo uvesti supstituciju t = cost.
u € [0, m]. Sada su parametarske jednadzbe plohe, za
parametre u iy, dane sa:

X(u, y) = cosu

Y(u,y)=y

Z (u,y)=y En_(_c;_(ls_ﬂ + sinu,

ueib. Rl ye R (8)

Na slici 23 prikazan je dio plohe omeden ravninama
y=-3iy=3.

Slika 23

3.3. IX. vrsta u Sturmovoj klasifikaciji

Plohe tog tipa nastaju onda ako se kao ravnalice odaberu
dvije konike koje se ne sijeku i jedan pravac §to svaku
od njih sijece u jednoj tocki, dok su tangente konika u
tim sjeciStima s pravcem mimosmjerne. Pravac je tro-
struka linija ploha. Prema formuli (3) izaslo bi da je to
cetverostruka linija. Medutim, taj se pravac, iako se ko-
nike ne sijeku, pojavljuje kao zajednicka izvodnica
stozaca koji nastaju pri raspadu plohe osmoga reda te
pri ratunanju njegove visestrukosti treba od vrijednosti
izraza (3) oduzeti broj 1.

Primjer 3.3.1.
Ploha je zadana elipsom u ravnini xy, kruzZnicom u
ravnini paralelnoj s ravninom xy te s osi z (slika 24).

€x=12+(5y—312=4, z=0
C =1 Qy—19=2 =1}

Slika 24

U svakoj ravnini pramena [/] nalazi se jedna izvodnica
te plohe. Ona je spojnica probodista ravnine s konikama
cie (slika25). Izvodnice plohe mogu se takoder dobivati
1 kao prodorne izvodnice dvaju stozaca kojima je vrh u
tocki pravca [, a osnovice konike ¢ i e. To je ujedno i
nacin na koji se pokazuje da je pravac / trostruki pravac
plohe.

Slika 25

Za parametre u 1 z parametarske su jednadzbe plohe:

cosu
xpilitpyeilinn @8 Hen ney gy, 0
b v TG
sinu
(e TR
W) Siag mpermw TR
Z(Wiz) =17 w0, ]tz €"RE RO

gdje je
F(u, z) = cosu (16 + 21z) — 21z cos3u
— 40+/3 sinu (z—1) + 2z sinu (29 — 21 cos2u).
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Na slikama 26 i 27 prikazan je dio te plohe omeden
ravninamaz=-51z= 8. =1 !

Slika 28

Kao i u prethodnom tipu plohe, u svakoj ravnini pramena
[/] nalazi se jedna izvodnica. Ona je spojnica probodista
ravnine s konikama c 1 e (slika 29).

Slika 26

Slika 29

Za parametre u 1 z parametarske su jednadzbe plohe:
X(u, z) = 2 cos2u G(u, z)
Y(u, z) = sin2u G(u, )
Zu.2) =2z, ue 0wl zie R (10)
gdje je
6—-8z+3zcos2u
3(5—3cos2u)

G(u, z) =

Na slici 30 prikazan je dio ove plohe omeden ravninama
z=-05iz=25.

Slika27

3.4. XI. VRSTA U STURMOVOJ KLASIFIKACIJI

Kod ploha tog tipa ravnalice su jednake onima u pret-
hodnom tipu, samo $to tangente konika u njihovim sje-
ciStima s pravcem leZe u istoj ravnini.

Primjer 3.4.1.

Ploha je zadana elipsom u ravnini xy, kruznicom u ravnini
paralelnoj s ravninom xy, te s osi z. Tangente konika u
njihovim sjeciStima s osi z paralelne su (slika 28).

Slika 30
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Primjer 3.4.2.
Konoidalna ploha zadana je dvjema parabolama koje leze
u ravninama xz i xy te neizmjerno dalekim pravcem rav-
nine paralelne s njihovim osima (slika 31). Tangente
parabola u njihovim neizmjerno dalekim tockama leze
u neizmjerno dalekoj ravnini prostora.

Ppong= 05040 y=0

Slika 31

Izvodnice plohe u paralelnim ravninama pramena [/”]
odreduju se kao spojnice probodista ravnine s parabo-
lama (slika 32). One se takoder mogu dobivati i kao pro-
dorne krivulje paraboli¢kih valjaka kojima su izvodnice
paralelne s direkcijskom ravninom.

loo

Slika 32

Za crtanje u Mathematici eksplicitni oblik jednadzbe
plohe prikazat cemo parametarski.

X(x,y)=x
Y(x.y)=y
eI
20 = ‘28(-‘4+2",)—‘+16 xe R, ye R (1)
el

Na slici 33 prikazan je dio plohe omeden ravninama
x = —319%x =810 y"=—0I51 =169

_/mnut »

Slika 33

3.5. V. VRSTA U STURMOVOJ KLASIFIKACIJI

Plohe tog tipa mogu se zadati dvjema konikama koje se
sijeku u dvjema tockama, te pravcem koji u jednoj tocki
sijece jednu od njih. Pravac i konika koja se s njim sijece
dvostruke su linije tih ploha.

Primjer 3.5.1.

Ploha je zadana dvjema kruZnicama koje leZe u ravni-
nama paralelnim s ravninom xy. (Buduci da svaka kruz-
nica prolazi parom apsolutnih toc¢aka neizmjerno dalekog
pravca njezine ravnine, te su tocke sjecista svih kruznica
u ravninama paralelnog pramena). Jedna od kruznica si-
jece os z koja je takoder ravnalica plohe (slika 34). Takav
je primjer obraden u knjizi [3, str.318]

Cl.o (x=12+y2=1, z=0

(o T (x =22 +y2=9, z=4

Slika 34 |

U svakoj ravnini pramena [/] nalaze se dvije izvodnice
te plohe koje se sijeku na dvostrukoj kruznici ¢, (slika
35). Izvodnice se takoder mogu dobiti 1 kao prodorne
izvodnice dvaju stozaca kojima se vrhovi nalaze na
pravcu /, a osnovice su im kruZnice ¢ i c,. Svaka dva
takva stosSca sijeku se u paru 1zotropmh 1zvodmca te u
dvjema izvodnicama plohe.
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Slika 37

U svakoj ravnini pramena [/] nalaze se dvije izvodnice
ove plohe koje se sijeku na dvostrukoj kruznici (slika 38).

Slika 35

Za parametre u i z parametarske su jednadZzbe plohe:
X(u,z) =1+ cos2u + 0.25 z cosu \V7+2cos2u

Y(u, z) = sin2u + 0.25 z cosu \/7+2cos2u
Z(u,z)=z, uel0,2rn], ze R. (12)

Na slici 36 prikazan je dio ove plohe omeden ravninama
z=-4iz=4. Slika 38

Za parametre u i z parametarske jednadzbe plohe su:
X, ,(u, ) = cosu (cosu xz+/cos2u )
YI_Z(u, 7) = sinu (cosu *z+/cos2u )

5 T
Zu,2)=2, ue |——,—|, ze R. I
. [ 1 1] w

Na slici 39 prikazan je dio te plohe omeden ravninama
Z=—45ta—

Slika 36

Primjer 3.5.2.

Ploha je zadana s dvije kruznice koje se sijeku u dvije
realne tocke. Jedna od kruznica sijece os z koja je takoder
ravnalica plohe. (Slika 37)

Gt (x=12+y2=1, z=0

lx=0,y=0
Slika 39
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Primjer 3.5.3.

Konoidalna ploha tog tipa zadana je kruznicom i parabo-
lom koje se sijeku te neizmjerno dalekim pravcem u ravnini
paralelnoj s osi parabole, tj. pravcem koji sijece parabolu
u njezinoj neizmjerno dalekoj tocki. Parabola i neizmjer-
no daleka ravnalica dvostruke su linije te plohe (slika 40).

Slika 40

U svakoj ravnini paralelnoj s ravninom yz nalaze se dvije
izvodnice te plohe koje se sijeku u tocki parabole (slika 41).

Slika 41

Slika 42

U ravninama x = t izvodnice plohe dane su jednadzbama

y= 2zl — 1> — 1. Stoga se parametarske jednadzbe
plohe mogu napisati:

(o a)="x
Y, (x,2) =x2tzVl1-x* - 1
Zloctz)i= z e wie l[EINI B zAc iR (14)

Na slici 42 prikazan je dio konoida omeden ravninama
=== 2"

ZAKLJUCAK

Na principima izvodenja sprovedenim u ovom radu mo-
eu se lako dobiti brojni oblici razli¢itih prav¢astih ploha
4. stupnja, kako odabirom polozaja ravnalica tako i oda-
birom vrsta konika.

Kako su one nastavne teme koje snaznije poticu krea-
tivnost studenata nedvojbeno plodonosnije u smislu
ostvarenja obrazovnih ciljeva, sklona sam zakljuciti da
bi znatnije ukljucivanje takvih sadrzaja u nastavu geo-
metrije, u prvom redu na fakultetima graditeljskih usmje-
renja, pridoinijelo njezinoj kvaliteti.

Skice generirane u programu Mathematica 3.0, doradene su
za tisak u programu FreeHand 7.0.

LITERATURA :

(1] BABIC, 1., GORJANC, S., SLIEPCEVIC, A.,
SZIROVICZA, V.: Konstruktivna geometrija - vjez-
be, IGH, Zagreb, 1994.

[2] BRAUNER, H., KICKINGER, W.: Geometrija u
graditeljstvu I, (prijevod: P. Kurilj, B. Hajsig) Skolska
knjiga, Zagreb, 1980.

[3] FLADT, K., BAUR, A.: Analytische Geometrie
spezieller Flichen und Raumkurven, Friedr. Viewg
&Sohn, Braunschweig 1975.

[4] JESSOP, C. M.: A Treatise on the Line Complex Chel-
sa Publishing Company, New York, 1969. (reprint)

[5] KUCINIC, B., KRISTOFOROVIC, O., SALER, L:
Oble forme u graditeljstvu, Zagreb, 1992.

[6] KURILYJ, P.: Konstruktivna obrada pravcastih ploha
3.1 4. stupnja, magistarski rad, Zagreb, 1968.

[7] MULLER, E., KRAMES, J. L.: Konstruktive Be-
handlung der Regelfiichen, Franc Deuticke, Leipzig
und Wien, 1931.

(8] NICE, V.: Deskriptivna geometrija II, Skolska knjiga,
Zagreb, 1980.

9] NICE .V.: Uvod u sinteticku geometriju, Skolska
knjiga, Zagreb, 1956. :

[10] SALMON., G.: A Treatise on the Analytic Geometry
of Three Dimensions, Chelsa Publishing Company,
New York, 1965. (reprint)

Mr. sc. Sonja Gorjanc

Gradevinski fakultet SveuciliSta u Zagrebu
Kaciceva 26, 10000 Zagreb

e-mail: sgorjanc@grad.hr

67



