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1. Uvod

rivulje drugoga reda ili konike obi¢no se dijele na

B centralne i necentralne. U radu Lapainea i Jovi€i¢a
(1996) prikazana je jedna detaljna klasifikacija ko-

nika u kojoj se konike najprije dijele na centralne i necen-

tralne, a zatim na njihove podtipove.

Zbog &ega se neke konike nazivaju centralnima, a druge ne-
centralnima? Najopéenitija jednadZba drugog stupnja od
dviju varijabli x i y moZe se napisati u obliku

F (x,y)

gdjesua, b, c,d, ei f realni brojevi, i barem jedan od a, b i
¢ razli¢it od nule. Geometrijsko mjesto to¢aka (x,y) u rav-
nini &ije koordinate zadovoljavaju jednadzbu (1.1) naziva
se krivuljom drugoga reda, konusnim presjekom, konikom
ili Gunjosjednicom. Ako je skup todaka (x,y) koje zado-
voljavaju jednazbu (1.1) centralno simetrian s obzirom na

= ax® + 2bxy + cy* + 2dx+2ey+ f =0, (1.1)

neku to¢ku S (xs,ys), onda za svaku to¢ku (x,y) koja za-
dovoljava (1.1) mora postojati totka (x',y'), koja takoder
zadovoljava (1.1), tako da vrijedi

_ EE _y+y
xXs = 2 y YS= T: (12)
odnosno
¥ =2s—x, ¥y =2s5-y. (1.3)

Ako tocka (x',y’) pripada konici, odnosno ako njezine ko-
ordinate zadovoljavaju (1.1), tada je

F(x',y') =0, (1.4)
dakle
F(2xs—x,2ys—y) =0, (1.5)

§to je ekvivalentno s

F(x,y)+4 (aqu + 2bxgsys + cy§ +dxs + eys)—

—4x(axs+bys+d) —4y(bxs+cys+e) =0. (1.6)
Bududi da je
F(x,y)=0
i
ax§ + 2bxsys + cy§ +dxs+ eys =
= xs (axs + bys +d) + ys (bxs +cys +e),
to se (1.6) moZe napisati u obliku
(x —xs) (axs + bys +d) + | 7

+ (y—ys) (bxs +cys+e) =0.

No kako (1.7) mora vrijediti za svaki par (x,y) koji zadovo-
ljava (1.1), to zakljuéujemo da je (1.7) ekvivalentno s

axs+bys+d =0,

1.8
bxs+cys+e=0. (L&)

Kako bi sustav (1.8) imao jedinstveno rjeSenje, mora biti

ac—b*#0 1.9)
itada je

be —cd bd —ae .
= s BT s (1.10)
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Tocku S s koordinatama (xs, ys) nazivamo sredistem ili cen-
trom konike. Ako konika ima jedinstveno srediste, naziva-
mo je centralnom. U radu (Lapaine i Jovici¢, 1996, str. 21)
do istog smo zakljucka dosli na drugi nacin.

Napomenimo da koniku koja se raspala u par paralelnih
pravaca ili koja je jedan dvostruki pravac ne ubrajamo u
centralne konike, iako svaka od njih ima centar simetrije.
Medutim, taj centar simetrije nije jedinstven.

2. Pramen konika

Neka su
F(x,y) = a4 2bixy+c1y* +2dix+2e1y+ f1 =0,  (2.1)
G(x,y) = apx® + 2byxy+c2y? + 2dax+2e0y+ =0,  (2.2)

jednadzbe dviju konika. Za proizvoljni # € R sastavimo
izraz

H(x,y) =F (x,y) +uG(x,y)- (2.3)
Polinom H je oblika

H (x,y) = ax* + 2bxy + cy* + 2dx +2ey + f, 2.4)
gdje smo oznaéili

a=aytuay, ..., f=A+uf. 2.5)
Za svaki pojedini u € R, izraz

H(x,y) =F (x,y) +pG(x,y) =0 ‘ (2.6

je jednadZba konike ako je barem jedan od brojeva
a,b i c razli¢it od nule. Za zadane realne brojeve
ai, bi,..., fi,a2,ba,..., f» i p € R skup svih konika obu-
hvaéenih jednadZbom (2.6) naziva se pramen konika. Koni-
ke s pomoéu kojih je pramen definiran i kojima odgovaraju
jednadzbe

F(x,y)=0 i G(xy)=0

nazivaju se osnovnim konikama pramena.

Za svaki &vrsti u € R jednadZba (2.4) predstavlja jednu kri-
vulju iz pramena ili u specijalnom slu¢aju prazan skup. Pre-
ma Lapaineu (1997) tip krivulje ovisit ée ponajprije o svoj-
stvenim vrijednostima A, A, matrice

a b
5= [b C} ) 2.7

Osim podjele na centralne i necentralne, konike je moguce
podijeliti i na druge naline. Primjerice, u skladu s (Lapa-
ine i Joviti¢, 1996), uz pretpostavku da matrica & nije nul-
matrica, ovisno o predznaku njezine determinante, prirodno
je konike klasificirati na sljedeci nacin:

elipti¢ka konika, ako je det(3) > 0,

paraboli¢ka konika,  ako je det(d) =0,

hiperbolitka konika, ako je det(8) < 0.
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Determinanta matrice 8 iz (2.7) je

det(8) = M Ay = ac — b* = mu* + nu + p, (2.8)

gdje smo oznacili

m=axcy — b%,

n=ajicy+ciaz —2b1by, 2.9

p=ajci — b2

Oznadimo jo$ diskriminantu kvadratne funkcije (2.8) s

D =n?—4mp.

Determinanta matrice d iz (2.8) jednaka je nuli u sljedééim

slu¢ajevima:

1.zasvakip€ R, akojem=0,n=0, p=0;

2.nizakojip€ R, akojem=0,n=0, p#0
ilim#0,D<O0;

3.zau=—p/n,akojem=0, n #0;

4. zau= —n/2m, akojem #0, D =0;

5.zap; 5 = (—n++/D)/2m, ako jem # 0, D > 0.

Odatle moZemo zakljuéiti da u pramenu konika ne moZze

biti proizvoljan broj konika paraboli¢koga tipa, nego takve

mogu biti samo sve (slu€aj 1), niti jedna (slucaj 2), jedna
(sludajevi 3 i 4) ili dvije konike (slucaj 5).

Na temelju spomenute analize moZe se izvesti klasifikacija
pramenova konika s obzirom na sadrZavanje konika elip-
ti€kog, parabolickog i hiperbolickog tipa. Takva je klasifi-
kacija prikazana u tablici 1.

3. Krivulja srediSta pramena konika

U ovome nas radu zanimaju centralne konike nekog prame-
na. Neka je zadan pramen (2.3) s osnovnim konikama (2.1)
i (2.2). Oznacimo
as = aib, — biaz,
2bs = ajc — c1a2,
cs =bica —c1ba,
2ds = aje; — bidy +di1by — e1az,
2es = biey — cidy +dicy — e1by,
fs= dies —eyd;.

@3.1)

Dokazat ¢emo sljedeci

Teorem.

Neka je zadan pramen konika (2.3) s osnovnim konika-
ma (2.1) i (2.2). Koordinate sredista (xs,ys) svih centralnih
konika iz pramena (2.3) zadovoljavaju jednadZbu

asx3 + 2bsxsys + syt + 2dsxs + 2esys + fs =0.  (3.2)

2 M. a
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Tablica 1. Pregled moguéih tipova pramenova konika uz pretpostavku da d nije

nul-matrica

Primjer 1.

Zadan je pramen konika

Dokaz. Ako je za neki &vrsti u konika H (x,y) = 0 central-
na, tada koordinate njezina sredista S moraju zadovoljavati
sustav jednadzbi (1.8). Izrazimo li koeficijente a, b,c,d,e
iz (1.8) s pomocu ay, by, c1,dy, e i az, ba, ¢2,d2, 3 pri-
mjenjujuéi (2.5) te nakon toga eliminiramo parametar y,
dobit éemo (3.2) i time je teorem dokazan.

Na temelju dokazanog teorema moZemo zakljuciti da je
skup svih sredista pramena konika opet jedna konika ako
je barem jedan od koeficijenata as, bs, cs razliGit od nu-
le. Skup svih srediSta nekog pramena konika ne moZe biti
imaginarna konika. Naime, ako srediSte neke konike iz pra-
mena postoji, njegove su koordinate (1.10) rjeSenje sustava
linearnih jednadZbi (1.8), a to su realni brojevi, jer su takvi
svi koeficijenti sustava (1.8).

U sljedecem Ce se poglavlju pokazati na primjerima da re-
alne konike svih moguéih tipova mogu biti krivulje srediSta
nekog pramena konika.

4. Primjeri

Svi primjeri koji slijede ilustrirani su crteZima izradenim
s pomocu ralunala. Debljom su crtom izvuCene osnovne
konike pramena, a crvenom je crtom prikazana krivulja sre-
dista pramena.

Da bi se dobili lijepi’ primjeri trebalo je za zadane
as, bs, cs, ds, es 1 fs rijesiti nelinearan sustav 3.1).

sve su krivulje pramena eliptickeza ~ p >0 F(x,y)+uG(xy) =0,
n=0 | sve su krivulje pramena parabolitke za p =0 gdje su osnovne konike pramena,
_ sve su krivulje pramena hiperboli¢ke za p <0 F(x,y) = ©— y2 +2y-2=0,
pramen sadrZi elipticke krivulje za u>-—p/n G(x,y) =xy+x—-2=0,
n#0 paraboli¢ku krivuljuza u=—p/n
hiperbolitke krivulje za p < —p/n dvije hiperbole. Prva ima srediste u
pramen sadrZi eliptiCke krivulje za u € (—oo, u1)U (12, +o0) tocki (0,1), a druga u tO(.tkl EO, -1).
D>0 parabolitke krivulie za =gy, =2 Prema formulama (2.9) 1zFacunamo
hiperboli¢ke krivulje za u € (u1, 12) m=-1/4n=0p=-1iD=-1
m>0 s — < 0, pa moZemo zakljuciti da je de-
pramen sadrZi elipticke krivulje za u#—n/2m ’ i :
D=0 o o terminanta pramena  uvijek negativna,
paraboli¢ku krivulju za u=—n/2m s . .
: $to znaci da su sve konike pramena hi-
D <0 | sve krivulje pramena su elipticke perbolickoga tipa. Prema (3.1) odredi-
pramen sadrZi hiperbolitke krivulje za € (—oo, p1) U (k2, +2°) mo koeficijente jednadZbe krivulje sre-
D>0 parabolicke krivulje za u=p1, p=p dista pramena:
elipti¢ke krivulje za € (mn,
m<0 dii hp bolick kI'Jl li IJ?é(”l/l;j: as=0.5-, bS:O, CS:O-S,
_ pramen sadrZi hiperbolicke krivulje za p 7 —n _ K _
D=1 parabolicku krivulju za  u= —n/2m ds=0, es=0, fs=-05.
D <0 | svekrivulje pramena su hiperbolicke To znati da je krivulja sredista kruZnica
x* 4+ y* = 1 (vidi sliku 1).
Y

(N

\

Slika 1: Pramen x2 —y? + 2y — 2+ p(xy +x—2) = 0 koje-
mu je krivulja sredista kruZnica

Primjer 2.

Zadan je pramen konika F (x,y) + 1 G(x,y) = 0, gdje su
osnovne konike pramena,

F(x,y) =x}— 4y’ —4x—2=0,

Gxy) =xy+2y-1=0,

dvije hiperbole. Prva ima srediste u tocki (2,0), a dru-
ga u totki (—2,0). Prema formulama (2.9) izraCunamo
m=-1/4,n=0,p=-4iD= —4 < 0, pa moZemo za-
kljuciti da je determinanta pramena 8 uvijek negativna, §to
zna&i da su sve konike pramena hiperboli¢koga tipa. Pre-
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ma (3.1) odredimo koeficijente jednadZbe krivulje srediSta
pramena:

as=0.5,bs=0,c5=2,ds=0,e5=0, fs=-2.

To znati da je krivulja sredista elipsa x* 4 4y? = 4 (vidi sli-
ku 2).

e

Slika2: Pramen x? —4y? —4x—2+pu(xy+2y—1) =0ko-
Jjemu je krivulja srediSta elipsa

Primjer 3.

Zadan je pramen konika F (x,y) +u G (x,y) = 0, gdje su
osnovne konike pramena,

F(xy)=x"~y'+2=0,

G(xay) =Xy - 1= Oa

dvije hiperbole. Obje imaju srediste u tocki (0,0). Prema
formulama (2.9) izratunamo m = —1/4,n =0, p=—11
D = -1 < 0, pa moZemo zakljuciti da je determinanta pra-
mena & uvijek negativna, $to znaci da su sve konike prame-
na hiperboli¢koga tipa. Prema (3.1) odredimo koeficijente
jednadZbe krivulje sredi$ta pramena:
as=0.5,bs=0,c5s=0.5,ds=0,e5=0, fs=0.

To znadi da su sredista svih konika pramena u jednoj te istoj
tocki, ishodistu koordinatnog sustava (vidi sliku 3).

Primjer 4.

Zadan je pramen konika F (x,y) + u G (x,y) = 0, gdje su
osnovne konike pramena,

F(x,y) :x2+4y2—4x—8: 0,

G(xy) =xy+2y—-6=0,

elipsa i hiperbola. Srediste elipse je u to¢ki (2,0), a hiper-
bole u to¢ki (—2,0). Prema formulama (2.9) izraCunamo
m=-1/4,n=0, p=4iD =4> 0, §to zna¢i da su konike
pramena razli¢itih tipova. Za y; = —4 iy =4 imamo dvije
parabole u pramenu:

Xt —dxy+4y’ —4x—8y+16=0,

x2+4xy+4y2—4x+8y—32=0.
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Slika 3: Pramen x? —y% 42+ u(xy — 1) = 0 kojemu je kri-
vulja sredi$ta jedna tocka

Prema (3.1) odredimo koeficijente jednadzbe krivulje sre-
dista:

as=0.5,bs=0,cs=-2,ds =0, e5=0, fs = 2.

To znai da je krivulja sredista hiperbola x? — 4y? = 4 (vidi
sliku 4).

e

Slika 4: Pramen x% +4y? — 4x— 8 +pu(xy+2y—6) = 0 ko-
jemu je krivulja sredista hiperbola

Primjer 5.

Zadan je pramen konika F (x,y) + u G(x,y) = 0, gdje su
osnovne konike pramena,
F(x,y)=x2+y*+2x—2y—15=0,

G(x,y) =2xy+2x—-2y—-3=0,

kruZnica i hiperbola. Srediste kruZnice je u to¢ki (—1,1), a
hiperbole u to¢ki (1, —1). Prema formulama (2.9) izracuna-
mom=—1,n=0, p=11iD =4> 0, §to znaci da su konike
pramena razliitih tipova. Za y; = —1 radi se o paru para-
lelnih pravaca

(x—y—2V3) (x—y+2v3) =0.
dok je za up = 1 rije¢ o paraboli:

2 +2xy+y*+4x—4y—18=0.
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Prema (3.1) odredimo koeficijente jednadZbe krivulje sre-
dista pramena:

as=1,bs=0,cs=—1,ds=0,es=0, fs=0.

To znai da je krivulja sredifta par ukrStenih pravaca
x2 — y? = 0 (vidi sliku 5).

Slika 5: Pramen x? + y* + 2x — 2y — 15 4 u(2xy + 2x—
2y —3) = 0 kojemu dva ukrStena pravca &ine kri-
vulju srediSta

Primjer 6.

Zadan je pramen konika F (x,y) + uG(x,y) = 0, gdje su
osnovne konike pramena,

F(x,y) =x*+16y+4=0,

G(xy) =xy+5=0,

parabola i hiperbola sa sredistem u to€ki (0,0). Prema for-
mulama (2.9) izratunamom = —1/4,n=0,p=0iD =0,
$to znadi da su sve konike pramena hiperbolitkoga tipa,
osim za u = 0, kada se radi o paraboli

X 4+16y+4=0

—=

Slika 6: Pramen x2 + 16y + 4 + u(xy +5) = 0 kojemu je
parabola krivulja srediSta

-

Prema (3.1) odredimo koeficijente jednadZbe krivulje sre-
dista:

as=0.5,bs=0,c5=0,ds=0, es=—4, fs=0.

To znadi da je krivulja srediSta parabola x% — 8y =0 (vidi
sliku 6).

Primjer 7.

Zadan je pramen konika F (x,y) + uG(x,y) = 0, gdje su
osnovne konike pramena,

F(x,y) =x*+2x—16=0,

G(x,y)=xy—y—6=0,

par paralelnih pravaca i hiperbola sa srediStem u tocki
(1,0). Prema formulama (2.9) izratunamo m = —1/4,
n=0, p=01iD =0, §to znati da su sve konike prame-
na hiperboli¢koga tipa, osim za u = 0, kada se radi o dva
paralelna pravca

X 4+2x—16=0.

Prema (3.1) odredimo koeficijente jednadZbe krivulje sre-
dista pramena: :

as=0.5,bs=0,cs=0,ds =0, es =0, fs=-05.

To znaéi da je krivulja sredista pramena par paralelnih pra-
vaca x* = 1 (vidi sliku 7).

\
Slika7: Pramen x2 + 2x — 16+ u(xy —y — 6) = 0 kojemu
par paralelnih pravaca ini krivulju sredista

Primjer 8.

Zadan je pramen konika F (x,y) + #G(x,y) = 0, gdje su
osnovne konike pramena,

F (x,y) =x*-4=0,

G(x,y) =x*—2xy—4=0,

par paralelnih pravaca i hiperbola sa srediStem u tocki
(0,0). Prema formulama (2.9) izralunamom = —1,n =0,
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p=01D =0, §to znaci da su sve konike pramena hiperbo-
lickoga tipa, osim za u = 0, kada se radi o paru paralelnih
pravaca

X—4=0.

Prema (3.1) odredimo koeficijente jednadZbe krivulje sre-
diSta pramena:

as=—-1,bs=0,c5=0,ds=0,e5=0, fs=0.

To zna&i da je krivulja sredista dvostruki pravac x? = 0, od-
nosno dvostruka os y (vidi sliku 8).

Slika 8: Pramen x? — 4 4 u(x* — 2xy — 4) = 0 kojemu je
dvostruki pravac krivulja sredista

Primjer 9.

Zadan je pramen konika F (x,y) + u G (x,y) = 0, gdje su
osnovne konike pramena,

F (x,y) =x2+2y2+2x—4y=0,
G(xy) =x+2y"+x-2y=0

dvije elipse sa sredistima u tozki (-=1,1), odnosno
(—1/2,1/2). Prema formulama (2.9) izraCunamo m = 2,

Slika9: Pramen x? + 2% + 2x — 4y + u(x® + 2y* + x —
2y) = 0 kojemu krivulja sredi§ta svih konika ni-
je konika nego jednostruki pravac
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n=4, p=21iD =0, §to znaci da su sve konike pramena
elipse, osim za u = —1, kad odgovarajuca krivulja pramena
nije konika nego pravac x — 2y = 0.

Prema (3.1) odredimo koeficijente jednadZbe krivulje sre-
dista:

aS=O, bSZO) CS=O> dS=—1, eS:_l7fS:_1-

To znadi da je krivulja sredi$ta svih konika pramena pravac
2x+ 2y + 1 =0 (vidi sliku 9).

Primjer 10.
Zadan je pramen konika F (x,y) +u G(x,y) = 0, gdje su

osnovne konike pramena,

F(x,y) =x*+2x+2y=0,

G(x,y) =x*+3x+2y=0,

dvije parabole. Prema formulama (2.9) izraCunamo m = 0,
n=0, p=01iD =0, §to znaci da su u pramenu sve koni-

ke paraboli¢koga tipa, tj. nema ni jedne centralne konike.
Prema tome, taj pramen nema krivulje sredista.

Prema (3.1) odredimo koeficijente:
as=0,bs=0,cs=0,ds=0, es =0, fs=—1/2,

$to zbog —1/2 # 0 joS jedanput potvrduje da krivulja sre-
dita ne postoji.

Zahvala. Autori najsrdacnije zahvaljuju mr. sc. Jeleni
Beban—Brkié na korisnim savjetima koji su pomogli da se
po&etni rukopis transformira u bolji i pregledniji rad.
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