FORMULA zA POVRSINU TETIVNOG CETVEROKUTA

Formula za povrsinu
tetivnog Cetverokuta

SEFKET ARSLANAGIC!

U literaturi iz geometrije nalazi se formula za povrsinu tetivnog cetverokuta koja

glasi:
Pz\/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d), (1)

gdje su a, b, c i d duljine stranica tog cetverokuta,a s = W njegov poluop-

seg. Ova formula pripisuje se indijskom matematicaru i astronomu Brahmagupti
(598. - 665.). O njoj je autor ovog rada detaljno pisao u [1], str. 385 — 393. Prvo je
izvedena formula koriste¢i trigonometriju za povrsinu bilo kojeg konveksnog cetve-
rokuta ABCD:

P=\/(s—a)(s—b)(s—c)(s—al)—abcdcos2 ﬂ;5 . (2)

Ova se formula ponekada u literaturi naziva poop¢ena Brahmaguptina formula

za povrsinu Cetverokuta. Kod tetivnog cetverokuta ABCD vrijedi f+0=a+y =180°,

. p+0 p+0 ,B+0
2

tj. T=90°. No, onda je cos =0 ikonaéno abcdcos 5 =0. Dakle, for-

mula (1) slijedi iz (2).

U ovom radu dat ¢emo jos jedan nacin izvodenja formule (1) za povrsinu tetiv-
nog Cetverokuta, pri ¢emu ne¢emo koristiti trigonometriju, nego samo planimetriju.

Neka je cetverokut ABCD tetivni (sl. 1), pri ¢emu je a = |AB|, b = |BC|,
¢ = |CD|, d = |DA|, |£DAB|=«, |£ABC|=f8, |£BCD|=y, |£CDA|=0 i vrijedi
a+y=[+0=180°. Ne umanjujudi opéenitost, mozemo uzeti daje a>c.

Produljimo stranice AD i BC do sjecista S. Ocito su trokuti AABS i ACDS
sli¢ni jer im je kut u vrhu S zajednicki, a zbog f+0 =180° slijedi da je
|£CDS|=180°—06 = f =|LABC|=|£ABS|.
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Povrsine ovih sli¢nih trokuta odnose se kao kva-
drati duljina odgovarajucih stranica. Neka je P, po-
vriina trokuta AABS, a P, povrsina trokuta ACDS .
Tada slijedi:

Slika 1. P a’

Buducida P, - P, predstavlja povrsinu P tetivnog cetverokuta ABCD, sada slijedi
daje:
2 2
p=24 ¢ P. 3)

2
a

Neka su u i v duljine stranica AS i BS trokuta AABS . Povrinu tog trokuta
izrazavamo pomoc¢u Heronove formule (Heron, starogrcki matematicar iz 1. stoljeca,
zivio i radio u Aleksandriji):

Pl=i\/(a+u+v)(u+v—a)(a+u—v)(a+v—u). (4)
Iz sli¢nosti trokuta ASAB i ASCD dobivamo razmjere:
|SA|:|AB|=|SC|:|CD| i |SB|:|AB|=|SD|:|CD|

Ili, s obzirom da je |SA| =u, |AB| =a, |SC| =v-b, |CD| = c,|SB| =y i |SD| =u—d,

imamo:
uta=(v=>b)ic i via=(u—d):c,
odnosno
E_v—b ; K_u—d
a c a c
a odavde
u+v v-b+u-d u-v _v-b—u+d .
a c a c Y
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R e

a ¢ c a ¢ C

te
a(b+d) . u—v:a(d_b).
a—c a+c

u+v=

(5)

Sada zbog (5) imamo:

a(b+d)_az—ac+ab+ad_a(a+b+d—c) 2a

a—=c¢ a—c¢ a—c¢ a—c¢

atut+v=a+

Il
—
wv
|
o
SN~

gdjejes_a+b+c+d

Analogno dobivamo:

u+v_a:a(b+d)_a:a(b+d+c—a): 2a -(s—a),
a-c a-c a-c

a+u—v:a+a(d_b):a(a+c+d_b)= 2a (5=b),
a+c a+c a+c

a+v_u:a_a(d—b):a(a+c+b—d): 2a (s=d).
a+c a+c a+c

Uvrstavanjem ovih izraza u formulu (4), dobivamo:

\/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d) ) (6)

a2

P =
1 2 2
a —c

Sada iz (3) i (6) konacno nalazimo da je:

P =\/(s—a)(s —b)(s—c)(s—d),

aovoje (1).

Napomena 1. Ako je A=D, tj. cetverokut ABCD je trokut AABC, tada je
d =0 paiz (1) dobivamo:

P =\/(s—a)(s—b)(s—c) ,

$to predstavlja dobro nam poznatu Heronovu formulu za povrsinu trokuta AABC .

| 15

Poucak 67.indd 15 @ 19.10.2016. 13:21:21



Poucak 67

Napomena 2. Ako je cetverokut ABCD tangencijalni, tj. ako je a+c=b+d,
tada je:

b+c+d—a_a+c+c—a_£_
2 2 2

S—a= c

ianalogno s—c=a,s—b=d, s—d=»b.Tada iz (2) dobivamo:

P= \/abcd —abcd cos’ ? = \/abcd(l —cos’ ?j =+/abcd sin 2 ;_ 0 > 4.

P =+abcd sinﬂzé, (7)

$to predstavlja formulu za povr$inu tangencijalnog ¢etverokuta.

Napomena 3. Ako je tetivni cetverokut ABCD i tangencijalni, tj. ako vrijedi i
a+tc=b+d ia+y=p+0=180°, tada iz (7) dobivamo:

P=+/abcd .
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