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Uvod

Ucenje matematike ima velik znacaj u formiranju uc¢enikovih sklonosti pojedinim
stru¢nim ili znanstvenim disciplinama, kao i sposobnosti u¢inkovitog svladavanja gra-
diva u kasnijim godinama skolovanja u ¢itavom nizu podrucja, od prirodoslovno-ma-
tematickih, preko tehnickih, pa do drustvenih, a mozda i $ire. U mnogim studijama,
npr. Gimerson, Egeland i Teo [1], dokazano je da je rano uspjesno upoznavanje s os-
novnim matematickim konceptima dobar prediktor kasnijeg uspjeha u skolovanju. Po-
znato je i da djeca koja su u ranom razdoblju skolovanja dosla do odredenog stupnja
poznavanja napose geometrije imaju u prosjeku vecu vjerojatnost za postizanje uspjeha
u kasnijim fazama $kolovanja, i to ne samo iz matematike. Primjerice, Evans, Swinton
i Thomas u [2] izlazu rezultate svojih istrazivanja, prema kojima je uspjeh u srednjos-
kolskom obrazovanju u podrucju ekonomije znacajno ¢vrsce koreliran s uspjehom u
geometriji, nego li u algebri. Prema toj i slicnim studijama, geometrija je mjerljivo bolji
prediktor kasnijeg skolskog uspjeha od drugih temeljnih podrucja skolske matematike.
Levenson, Tirosh i Tsamir u [3] izlaZzu da geometrija nije vazna samo zbog toga $to
predstavlja jedno od temeljnih podru¢ja u (ranom) matematickom obrazovanju, ve¢
da unapreduje vizualne i analiticke sposobnosti djece, odnosno ucenika, za kreiranje
dobro definiranih koncepata takoder i u drugim podrucjima znanja.

U ovom radu dat ¢emo jedan primjer za koji drzimo da je dovoljno jednostavan
za razinu prvog ili drugog razreda srednje $kole, preko kojeg si ucenici mogu kroz
samostalan rad, i/ili uz vodenje nastavnika, objasniti pojam tezi$nice trokuta i jo$
neke ocigledne geometrijske ¢injenice u vezi s njom, koristeci se elementarnom ana-
litickom geometrijom kao pomo¢nim alatom. Osim uocavanja nekih geometrijskih
odnosa u trokutu, ucenik se potic¢e na precizno formuliranje problema, nakon kojega
se primjenom jednostavnih algebarskih operacija dolazi do zanimljivog rjesenja koje
mozda i pomalo nadilazi pocetna ogranic¢ena ocekivanja.
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Formuliranje problema

Neka je zadan trokut RST, poput onog nacrtanog na slici 1. Neka je svaka od stra-
nica RS i RT podijeljena na N jednakih dijelova, N € [2,00). Neka su tocke koje dijele
navedene stranice oznacene redom kao:

¢ S,5,8,....8,: tocke koje dijele stranicu RS na N jednakih dijelova;

o T,T,T, ..., T, :tocke koje dijele stranicu RT na N jednakih dijelova.
Navedeni nizovi tocaka na svakoj stranici uredeni su slijedom indeksa, tako da je

tocka s nizim indeksom bliza vrhu R. Potrebno je dokazati sljedec¢u tvrdnju:

Sjecista svih uredenih parova duzina: ST, N TS,, zatim ST, N TS, zatim ST,
NTS,, itd., sve do ST, N TS, , nalaze se na istom pravcu, i to upravo onom koji
prolazi kroz vrh R i poloviste stranice ST, bez obzira na veli¢inu broja N.

Primjer: N =5.

Poloviste
stranice ST

Slika 1.

Taktika dokazivanja

Pogledaju li se tocke, na primjer S, i T, na gornjoj slici, ocigledno je da one di-
jele stranicu RS odnosno RT u identicnom omjeru. Isto svojstvo vrijedi i za bilo koji
drugi od uredenih parova diobenih tocaka, S,iT,ie [1, N - 1). Opcenito, diobeni
omjeri su jednaki i/N, i kada N tezi prema beskona¢nom, najve¢i moguci iznos dio-
benog omjera tezi ka 1. Primijetimo da «rezolucija” podjele stranica RS i RT biva to
«finija” $to je N vedi. Taktika dokazivanja svodi se na to da se dokaze da za bilo koji
pojedinacni diobeni omjer i/N vrijedi svojstvo da pravac povucen kroz vrh R i sje-
ciste duzina ST, N TS, prolazi kroz poloviste stranice ST. Ako to dokazemo, onda je
ocito da sve tocke nastale na opisani nac¢in sigurno leze na istom tom pravcu (koji je,
uzgred, ujedno i jedna od tezi$nica trokuta RST).

Dokaz se moze izvesti i u jacoj formi od minimalno potrebne. Naime, u nasem
zadatku svi diobeni omjeri su razlomci, dakle racionalni brojevi. Lako je, medutim,
pokazati da opisano svojstvo vrijedi za sve realne brojeve, pa tako onda i za sve raci-
onalne. Drugim rije¢ima, pravac koji punimo svim mogucim sjecitima ST, N TS,
gdje # oznacuje dijeljenje u bilo kakvom realnom diobenom omjeru (ne nuzno raci-
onalnom), jest «gust”
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Dokazivanje

Dokazivanje je tehnicki jednostavno provesti sluzeci se analitickom geometri-
jom. Vrh R postavit ¢emo u ishodiste koordinatnog sustava. Stranica RS neka lezi
na x-osi, tj. na pravcu s jednadzbom y = 0. Stranica RT lezat ¢e tada na pravcu s
jednadzbom y = kx, gdje je k koeficijent smjera koji u naravi odgovara tangensu kuta
RS £ RT. Neka se vrh S nalazi na koordinatama (g, 0), a vrh T na koordinatama (b, kb).

Na slici 2 nacrtan je trokut RST, identi¢an onome sa slike 1, kao i x-os koordinat-
nog sustava na koju smo smjestili stranicu RS, i to tako da je tocku R u ishodistu, te
ima koordinate (0, 0), dok tocka S ima koordinate (g, 0). Dalje, na slici je oznacena i
linija jednadzbe y = kx na koju je smjestena stranica RT. Ako pretpostavimo da aps-
cisa tocke T ima iznos b, onda njena ordinata ima iznos kb. Definirajmo proizvoljan
broj A, A € R, i obiljezimo tocke S, i T,, s koordinatama (Aa, 0) i (Ab, Lkb). Te dvije
tocke dijele, svaka onu stranicu trokuta na kojoj lezi, u istim omjerima. U posebnim
slucajevima, kada je A = 0, tocke S, i T, obje padaju u tocku R, a kada je A = 1, tada
one postaju jednake tockama SiT. Za 0 < A < 1 tocka S, nalazi se izmedu tocaka R i
S (dakle, na stranici RS), a tocka T, nalazi se izmedu tocaka R i T (dakle, na stranici
RT). Za bilo koji iznos A vrijedi jednakost:

|RS,|/[RS|=[RT,|/|RT].

Na slici 2 oznacena su i Cetiri pravca, p,, p,, p, i p,, koji ¢e nam trebati u dokazi-
vanju polazne tvrdnje.

Izvest ¢emo najprije jednadzbe pravacap ip,:

0—kb kb Lakb
= -

. -0 ) = ye- .

Pri ym0=om (k) S A=t ha—b
L ol07MRb kb akd

P2 4 a—Ab J a—-\b a-\b
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Izjednacavanjem desnih strana ove dvije jednadzbe dobiva se uvjet za x,, tj. za
apscisu tocke A’:

Akb kb 1 1
: N s Y L
NP xA[a—Kb Ka—bj . (a—kb ka—b}
Mha—b)—(a—Ab) (ha—b)—(a—\b)
xXp =Aa
(a—Ab)(ha—D) (a—Ab)(ha—b)
Slijedi:
. _ha0a—b)-)a(a-1b) _ A2a® —hab—ra® +\ab _ AL —1)+abr(h—1) _
A Ma—rb)—(a—1rb) 22a—Ab—a+rb a(L—1)(h+1)
A
=(a+b)—.
(a )X+1

Uvrstenjem u jednadzbu za p, dobiva se i ordinata tocke A’

__(a+b)7»‘ kb +7»akb _ \kb _a+b+a _ Mkb (—a-b+ha+a)
AT ha—b ha—b ha-b\ A+l a—b "t
A

A+1

Primijetimo da koordinate tocke A" odgovaraju koordinatama polovista stra-
nice ST, korigiranima faktorom 2A/(A+1). Naime, koordinate tog polovista odmah
su nam poznate jer su koordinate tocaka S i T zadane. Apscisa i ordinata polovista
stranice ST imaju iznose jednake aritmetickim sredinama izmedu apscisa odnosno
ordinata tocaka SiT.

Jednadzbu pravca p, lako je izvesti s obzirom da on prolazi kroz ishodiste koor-

dinatnog sustava, i da smo upravo izracunali koordinate jedne tocke na njemu:
. _JA _ kb
Py y=tx = y=—-x.
Xy a+b

Primijetimo da jednadzba ovog pravca uopce ne ovisi o A. To znaci da sve tocke
nastale na isti nacin kao A, bez obzira na iznos A, leze upravo na tom pravcu. Ako
je A izmedu 01 1, tocka A’ nalazi se unutar trokuta. Ako je A < 0, ona se nalazi izvan
trokuta, lijevo od tocke R, a ako je A >1, A’ je izvan trokuta, desno od tocke A. Kad je
A =0, sjeciste A’ poklapa se s tockom R, a kad je A = 1, A poklapa se s A.

Sada jos samo treba dokazati da pravac p, prolazi tocno kroz poloviste stranice
ST. Da bismo to dokazali, izvest cemo najprije jednadzbu pravca p, na kojemu lezi
stranica ST:

0—kb kb akb
Py y-0= +

- = =- .
a—>b (x=a) 4 a—>b a—>b
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Izjednacavanjem desnih strana jednadzbi pravaca p, i p, dobivamo uvjet za aps-
cisu tocke A:

kb N kb \ akb
a+b a-b a-b

P3Mpy: XA[

Slijedi:
= akb‘ (a+b)a-b)  ala+b) a+b
AT4 b (a-bkb+(@a+bkb  2a 2

Ordinata tocke A dobije se najjednostavnije uvrstenjem x, u jednadzbu pravca p.:

kb kb atb kb

= X = . .
A a+b 4 a+b 2 2

Kako iz definicije problema vidimo da su koordinate polovista stranice ST jed-

nake (a er b %j , ocito je tocka A, u kojoj pravac p, sijece stranicu ST, ujedno i polo-

vidte te stranice. Time smo zavrsili dokaz polazne tvrdnje.

Sto jos ucenik moze uociti/nauciti rjeSavajuci ovaj problem?

+ Ako pravac p, «napucujemo’ tockama koje nastaju opisnim procesom, uz dijelje-
nje stranica RS i RT na N jednakih dijelova, ma kako velik bio broj N (tj. ma kako
fino bile stranice podijeljene), pravac p, bit ce «rijetko nastanjen” skupom diskret-
nih tocaka koje leze na p,, a koje su sve manje razrijedene kako se priblizavamo
polovistu stranice ST (vidjeti sliku 1.). Naime, te tocke odgovarat ¢e razlomcima
oblika i/N izmedu kojih postoje .rupe” (u koje ulazi beskrajno mnostvo preostalih
racionalnih, te iracionalnih i transcedentnih brojeva kojih u ovako formuliranom
zadatku nema). Nasuprot tome, ako pravac .punimo” pomocu svih (realnih) A
vrijednosti, on ¢e biti .gusto pokriven’, odnosno na njemu nece biti preostalih
«slobodnih mjesta” za nastanjivanje bilo koje druge tocke.

« Pazljiviji ucenik primijetit ¢e da svi trokuti tipa TS S, | (vidjeti sliku I.) imaju jed-
nake povrdine. Zatim, primijetit ¢e i da svi trokuti tipa ST T, | takoder imaju jed-
nake povrsine. Najzad, primijetit ¢e i da svaki trokut jednog od ovih tipova ima
jednaku povrsinu kao bilo koji trokut onog drugog tipa. U¢enicima se moze zada-
ti da rije¢ima «dokazu” (tj. opravdaju) te ¢injenice, te da potom napisu dokaz.

o Trokuti RSA i RTA (vidjeti sliku 2.) imaju jednake povrs$ine. Ucenicima se moze
takoder zadati da to opravdaju verbalno, pa onda i formalno jer se, kao i u pret-
hodnom primjeru, radi o dosta ociglednim ¢injenicama. To se pak moze poveza-
ti sa znacenjem rijeci .tezi$nica” Naime, linija koja spaja vrh trokuta i poloviste
nasuprotne stranice dijeli trokut na dva dijela jednakih povrsina. Ako je trokut
«homogen” (tj. ako ima jednaku tezinu po jedinici povrsine na svim svojim dijelo-
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vima), onda ta linija takoder dijeli trokut na dva jednako teska dijela. Odatle naziv
tezi$nica i zbog toga tezi$nica prolazi bas kroz vrh trokuta i poloviste nasuprotne
mu stranice.

» Napokon, eto i odgovora kako prakti¢no najlakse podijeliti bilo koji trokut (npr.
trokutastu parcelu zemlje, trokut sira ili trokut torte) na dva dijela jednake tezine.
Dalj e, s obzirom da se svaki zatvoreni lik s pravocrtnim stranicama moze savrse-
no podijeliti u trokute, u¢eniku se moze zadati da graficki i verbalno pokaze kako
se neki takav lik moze podijeliti na dva jednako teska dijela, te kako to izgleda ako
je geometrijski lik simetri¢an, odnosno ako ima paran ili neparan broj stranica.

o Jgra’ siznosom parametra A uvijek je poucna za ucenika srednjoskolskog uzrasta
jer mu omogucuje vizualizaciju procesa .iscrtavanja” pravca p,. U ovom primjeru,
pozicija presje¢ne tocke A’ prilagodava se samo jednim parametrom, A. Kako je
on samo jedan, i .broj stupnjeva slobode” u tom podesavanju je samo jedan, od-
nosno toc¢ka A’ ne moze biti bilo gdje u ravnini ve¢ samo na pravcu p, koji je pak
potpuno odreden to¢kom ishodista R, s koordinatama (0, 0) te konstantama a, b
i k koje su zadane i time neovisne o broju A. U¢eniku se moze zadati da pronade
formulu i skicira funkciju udaljenosti tocke A’ od ishodista R u ovisnosti o para-
metru A.
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