v DVIJE NEJEDNAKOSTI ZA TROKUT

Sefket Arslanagi¢, Sarajevo

ovome ¢lanku dokazat ¢emo dvije zanimljive nejednakosti za tro-
kut. Neka su a, b, ¢ duljine stranica trokuta AABC, ha, hh, hc duljine
njegovih visina, a m , m,, m_duljine njegovih teZi$nica. Dokazat ¢emo sada da
vrijede sljedece nejednakosti:
1 h,+h,+h
—< ~a b e <1

2 a+b+c

[Watka 25 (2016./2017.) br. 97

(1)

3<ma+mb+mc

<1. 2
4 a+b+c @

Dokaz: 1° Dokazimo nejednakost (1). Neka su h, h,, h_duljine visina
trokuta AABC, a tocka H njegov ortocentar (Slika 1.). Iz pravokutnih trokuta
AAA C, AABB,i ABCC slijedi (zasto?):

|AA,| <|AC|, |BB,|<|AB| i |CC|<|BC], .
h,<b, hy<cih <a,
a nakon zbrajanja ovih nejednakosti dobivamo:
h,+h,+h <a+b+c,tj.

h,+h,+h,
-4 b ¢ <

1. 3
a+b+c ®)

Slika 1.

Neka ortocentar H dijeli visine na sljedece dijelove:

h,=x+w, hy=v+z, h =y+u,
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gdje je |[HA| = x, |[HA,|=w, |HB| =z,

HB/|=v,|HC|=u i |HC|=y.

Sada, na temelju nejednakosti trokuta, zaklju¢ujemo:
b=|AC|=|AB,|+|CB,| < (|HA|+|HB,|) +(|HB,|+ |HC]), 1.
b<x+v+v+u,

te analogno

(Wlatka 25 (2016./2017.) br. 97

c<xX+y+y+z
a<z+w+w+u
Nakon zbrajanja gornjih nejednakosti dobivamo:
a+b+c<2[(x+w)+(z+v)+(y+u)], 4.
a+b+c<2(h,+h,+h,),

a odavde
h,+h,+h, . 1

a+b+c 2

4)

Sada iz nejednakosti (3) i (4) dobivamo nejednakost (1).

2° Prijedimo sada na dokaz nejednakosti (2).

Neka su m,m,m duljine tezi$ni-
ca trokuta AABC, a tocka T njegovo
teziste (Slika 2.).

Tada je |BA,|=|CA,| =§, AB| =|CBI|=§
i|AC1|=|BC1|=§,
2 2 2
te |AT|=§ma, BT|=§mb i |CT|:§mC. R C ¢ / Slika 2

Na osnovi nejednakosti trokuta sada iz trokuta AABT, AACT i ABCT
dobivamo sljedece nejednakosti:

2
—m, +—m, >c,
3 3

2 2

—m, +—m_>b,
3

2

—m, +—m_>a,
3
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te nakon zbrajanja ovih nejednakosti:

2 2 2 .
2l —m, +—m, +—m_|>a+b+c,tj.
3 3 3

ma+mh+mc>%(a+b+c),

a odavde

[Watka 25 (2016./2017.) br. 97

ma+mb+mc>§. 5)
a+b+c 4
Produljimo sada tezi$nicu A_A1 preko tocke A, do tocke D tako da je
|A1D| =m, . Uocite da je cetverokut ABDC paralelogram (zasto?), $to znaci da
je |BD| =b, |CD| = c . Primjenjuju¢i sada nejednakost trokuta na trokut AABD,
dobivamo da je

|AD|<|AB|+|BD

, f.
2m, <c+b

i analogno
Zmb <a+ec,

2m _<a+b.

Nakon zbrajanja gornjih nejednakosti dobivamo:
2(m, +m, +m. ) <2(a+b+c),t.
m,+m, +m_<a+b+c,
a odavde
m, +m, +m,

<1. 6
a+b+c (©)

Sada iz nejednakosti (5) i (6) dobivamo nejednakost (2).
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