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DviJe neJeDnAkoSti zA tRokut
Šefket Arslanagić, Sarajevo

U ovome članku dokazat ćemo dvije zanimljive nejednakosti za tro-
kut. Neka su a, b, c duljine stranica trokuta DABC, ha, hb, hc duljine 

njegovih visina, a ma, mb, mc duljine njegovih težišnica. Dokazat ćemo sada da 
vrijede sljedeće nejednakosti:

 + +
< <

+ +
1 1
2

a b ch h h
a b c

                                             (1)

i

 + +
< <

+ +
3 1
4

a b cm m m
a b c

.                                           (2)

Dokaz: 1° Dokažimo nejednakost (1). Neka su ha, hb, hc duljine visina 
trokuta DABC, a točka H njegov ortocentar (Slika 1.). Iz pravokutnih trokuta 
DAA1C, DABB1 i DBCC1 slijedi (zašto?):

< <1 1,AA AC BB AB  i <1CC BC , tj.

< <,a bh b h c  i <ch a ,

a nakon zbrajanja ovih nejednakosti dobivamo:

a b ch h h a b c+ + < + + , tj.

 + +
<

+ +
1a b ch h h

a b c
.                                               (3)

Slika 1.

Neka ortocentar H  dijeli visine na sljedeće dijelove:

= + = + = +, ,a b ch x w h v z h y u ,
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gdje je 1 1, , , ,HA x HA w HB z HB v HC u= = = = =  i =1HC y .

Sada, na temelju nejednakosti trokuta, zaključujemo:

( ) ( )1 1 1 1b AC AB CB HA HB HB HC= = + < + + + , tj.

< + + +b x v v u ,

te analogno
c < x + y + y + z,

a < z + w + w + u.

Nakon zbrajanja gornjih nejednakosti dobivamo:

( ) ( ) ( )+ + < + + + + +  2a b c x w z v y u , tj.

( )+ + < + +2 a b ca b c h h h ,

a odavde
+ +

>
+ +

1
2

a b ch h h
a b c

.                                                (4)

Sada iz nejednakosti (3) i (4) dobivamo nejednakost (1).

2° Prijeđimo sada na dokaz nejednakosti (2). 

Neka su ma, mb, mc duljine težišni-
ca trokuta ∆ABC , a točka T njegovo 
težište (Slika 2.).

Slika 2.

Tada je = = = =1 1 1 1,
2 2
a bBA CA AB CB

i = =1 1 2
cAC BC ,

te = =
2 2,
3 3a bAT m BT m  i =

2
3 cCT m . 

+ >

+ >

+ >

2 2 ,
3 3

2 2 ,
3 3

2 2 ,
3 3

a b

a c

b c

m m c

m m b

m m a

+ >

+ >

+ >

2 2 ,
3 3

2 2 ,
3 3

2 2 ,
3 3

a b

a c

b c

m m c

m m b

m m a

+ >

+ >

+ >

2 2 ,
3 3

2 2 ,
3 3

2 2 ,
3 3

a b

a c

b c

m m c

m m b

m m a

Na osnovi nejednakosti trokuta sada iz trokuta ∆ ∆,ABT ACT  i ∆BCT  
dobivamo sljedeće nejednakosti:
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te nakon zbrajanja ovih nejednakosti:

 + + > + + 
 

2 2 22
3 3 3a b cm m m a b c , tj.

( )+ + > + +
3
4a b cm m m a b c ,

a odavde

 + +
>

+ +
3
4

a b cm m m
a b c

.                                              (5)

Produljimo sada težišnicu 1AA  preko točke A1 do točke D tako da je 
=1 aA D m . Uočite da je četverokut ABDC paralelogram (zašto?), što znači da 

je = =,BD b CD c . Primjenjujući sada nejednakost trokuta na trokut ∆ABD , 
dobivamo da je 

 < +AD AB BD ,                                                tj.

< +2 am c b

i analogno
2mb < a + c,

2mc < a + b.

Nakon zbrajanja gornjih nejednakosti dobivamo:

( ) ( )+ + < + +2 2a b cm m m a b c , tj.

+ + < + +a b cm m m a b c ,

a odavde

 + +
<

+ +
1a b cm m m

a b c
.                                               (6)

Sada iz nejednakosti (5) i (6) dobivamo nejednakost (2).
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