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KUP MATEMATICKE GIMNAZIJE U BEOGRADU
v 27.LIPNJA - 2. SRPNJA 2016.

Lucija Gojmerac, Luka Kraljevi¢, Karlo Tikvicki
i Magda Topi¢, XV. gimnazija, Zagreb

d 27. lipnja do 2. srpnja 2016. godine odrzan je 4. Kup matematicke

gimnazije u Beogradu. To je natjecanje iz triju predmeta: matema-
tike, fizike i informatike, a sudionici natjecanja bili su ucenici rodeni 2000.
godine (ili mladi) iz 13 europskih zemalja: Bosne i Hercegovine, Bugarske,
Crne Gore, Hrvatske, Italije, Makedonije, Njemacke, Rumunjske, Rusije, Slo-
venije, Srbije, Svedske i Velike Britanije. Hrvatski tim bio je iz XV. gimnazije
u Zagrebu, a ¢inili su ga ucenici Lucija Gojmerac, Luka Kraljevi¢, Karlo Ti-
kvicki, Magda Topi¢ i voditeljica tima, profesorica Bernardica Mlinari¢. Luka
Kraljevi¢ na natjecanju je osvojio srebrnu medalju iz matematike i bronc¢ane
medalje iz fizike i informatike. Karlo Tikvicki osvojio je bron¢anu medalju iz
matematike i fizike, a Lucija Gojmerac osvojila je srebrnu
medalju iz matematike.
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Natjecanje iz matematike

, Natjecanje iz matematike sastojalo se od 12 zadataka
£ podijeljenih u 2 dijela. Prvi dio sastojao se od 8 zadataka
N viSestrukog izbora (na zaokruZivanje) i svaki je nosio po 5
bodova, a drugi je dio bio sastavljen od 4 zadatka iz podruc-
ja algebre, geometrije, teorije brojeva i kombinatorike, koji
su donosili po 15 bodova.

Iskustvo

Svo vrijeme koje nismo proveli natjecu¢i se, utrodili smo na druzenje s
ostalim sudionicima i istrazivanje Beograda i okolice. U organizaciji §kole po-
sjetili smo izlozbu o Mihajlu Pupinu u Istorijskom muzeju Srbije, hram sv.
Save, Prirodnjacki centar Srbije Svilajnac i manastir u Manasiji. Volonteri iz
Matematicke gimnazije odveli su nas u Muzej Nikole Tesle i Narodnu bibli-
oteku Srbije, a s njima smo razgledali i Kalemegdan, Skadarliju, Trg Republi-
ke i druge znamenitosti Beograda. Razmijenili smo kontakte i sprijateljili se
s brojnim sudionicima i volonterima na natjecanju i u izvrsnoj se atmosferi
zabavljali tijekom cijelog boravka u gradu.

Zadatci
1. Skup svih rjeSenja nejednadzbe |x + 3| - |x + 1| <2 je:
(A) skup svih realnih brojeva; (B) (-3, =2);
(C) (o0, —1); (D) (=1, +o0); (E) (=3, -D).
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2. Posljednje dvije znamenke broja 7 su o
)
(A) 07; (B) 49; (C) 77; (D) 43; (E) O1. aQ
©
3. Akojex—y="7ix*-y*=77, ondaje umnozak x - y jednak: §
(A) 8; (B) 18; (C) -10; (D) -15; (E) 44. -
(gl
2 2 <
4. Akoje atbh_ 3,ondaje jednako: &*;
we  ®L ©Lh o k) > §
b 4 b 3 b b 2 .
5. Jedna od osnovica jednakokra¢nog trapeza je duljine 12 cm, dok su ostale
stranice trapeza jednake duljine, 6 cm svaka. Duljina duzine dijagonale tog
trapeza jednaka je:
(A)6cm; (B) 6\/5 cm;  (C) 6\/5 cm; (D) 8 cmy; (E) 10 cm.
6. Dvije tetive AB i BC na kruznici k su jednake. Ako tangenta kruznice k
u tocki A stvara kut od 50° s tangentom AB, onda je $iljasti kut izmedu te
tangente i tetive BC jednak:
(A) 30°% (B) 40°; (C) 45° (D) 50% (E) 60°.
7. Neka su x i y neki realni brojevi. Najmanja moguca vrijednost izraza
X*+ y*+ 2x — 6y + 6 tada je:
(A) 6 (B) 4 (©) 0 (D) -4; (E) —e.
8. Stranica romba je duljine a = 9 cm, a zbroj duljina dijagonala tog romba je
d +d,= 24 cm. Povrsina tog romba tada je (u cm?):
(A) 81; (B) 725 (C) 108; (D) 64; (E) 63.
9. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi, takvida a + b + ¢ = 1. Dokazite slje-
decu nejednakost:
2 2 2
(a+lj +(b+lj +(c+1j 2@.
a b c 3 RS
Ogrlica prije bojenja.

10.Neka je ABC trokut u kojemu su | £BAC| = 50°, | ZABC| = 60°. Akosu DiE
to¢ke na stranicama, redom, AB i BC, tako daje |£ZDCA|=|ZEAC| =30°,

odredite veli¢inu kuta CDE.
11. Pronadite sve pozitivne cijele brojeve m i n takve da vrijedi 2" = 3"+ 5.

12.Dana je ogrlica sa 7 perlica, kao na slici. Svaku od perlica obojimo jednomod = = « :
o _,V Ny o ) vije $arene ogrlice
tri boje (crvenom, plavom ili Zutom). Mozemo re¢i da je ogrlica $arena ako Koje su iste
je svaka boja kori$tena bar jednom. Koliko razli¢itih $arenih obojenja postoji :
ako se obojenja koja se mogu postici rotacijom ogrlice smatraju istima?
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Rjesenja:
. () 2.(A) 3 (B) 4 (E) 5 (CO 6 (A 7. (D 8 (B

9. Prvo koristimo nejednakost izmedu kvadratne i aritmeticke sredine za brojeve

1 1 | . P
a=a+—,b :b+Z’ ¢, = ¢ +— koji su svi pozitivni:
a c

’alz +b’+c’ S 49 +b, +c
3 3

1 1 1

1V 1V 1V a+7+b+g+c+f

@[a+—j +(b+—j +(c+—J >3- a £
a b c 3

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1
Sla+—| +|b+—| +|c+=| 2= 1+=+=+—| (¥)
a b c 3 a b ¢
Koriste¢i nejednakost izmedu aritmeticke i harmonijske sredine za a, b, ¢ dobivamo

. ? 1sa+b+czl:>l+l+lz9. (**)
1,11 3 3
a b ¢
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2

Sad iskoristimo (**) u (*) i dobivamo

2 2 2
(a+lj +(b+l) +(c+l) 2l(l+9)2=@.
a b c 3 3

1
Jednakost vrijedi ako i samo akosua=b=c= —.

.Neka je tocka K presjek duzina AE i CD. Trokut AKC je jednakokracan jer

| ZKAC| = | ZKCA| = 30°. Slijedi da je |KA|=|KC| i |ZAKC| = 120°. Budu¢i da je
| ZAKC| = 2| ZABC]| i |[KA| = |KC|, zaklju¢ujemo da je K srediste opisane kruZnice
k oko AABC.
Bududi da je |KA| = |KC| = |KB|, zaklju¢ujemo da je 20°= | ZKAB| = | ZKBD| i, jer
su vréni kutovi jednaki, | ZDKE| = | ZAKC| = 120°. Iz | £DKE| + |£DBE| = 180°
slijedi da je ¢etverokut DBEK tetivni. Buduéi da su svi obodni kutovi nad istom
tetivom sukladni, zaklju¢ujemo da je | ZKDE| = | ZKBE| = 40°. 1z toga slijedi da je
|/CDE| = | ZKDE| = 40°.

.Zan =3 dobivamo da je m = 1, a za n = 5 je m = 3. Potrebno je dokazati da su to
jedina moguca rjesenja.
Lako je provjeriti da n € {1, 2, 4} ne mogu biti rjeSenja. Pretpostavimo onda da je
n > 5. U tom slucaju 2" je djeljivo brojem 64 i svi mogudi ostatci r pri dijeljenju 3*
brojem 64 su:

k|1 |2 |3|4|5|6/|7|8]9[10[11|12[13|14|15|16
r| 319271751 25|11(33|35[41|59|49|19|57 43| 1
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S obzirom da je 64 | 3" + 5, zaklju¢ujemo da m = 11+16/, zar, I € N. Sad pokazimo
da, u ovom slucaju, ostatak pri dijeljenju 2" brojem 17 nije jednak onome pri dije-
ljenju 3™ + 5 brojem 17.

Znamo da je 3" = (3'°)'. 31§, s obzirom da je 3'°=1 (mod 17) (Mali Fermatov te-
orem) i 3"'=7 (mod 17), zaklju¢ujemo da je 3"+ 5 =12 (mod 17). S druge strane,
moguci ostatci r pri dijeljenju 2" brojem 17 su:

n|1|2|3|4|5|6]|7]38
r|2 4|8 |16[15(13|9 |1

(Wlatka 25 (2016./2017.) br. 97

Broj 12 se ne pojavljuje u tablici, sto dokazuje da n > 5 ne moze biti rjeSenje. Dakle,
jedina moguca rjeSenjasu n=3,m=1in=>5m=3.

12. Prvo numeriramo perlice brojevima od 0 do 6, kao na slici. Tada svaka od 7 perlica
moze biti obojena jednom od tri boje, $to nam daje 37 konfiguracija. Pojavljuju se
dva problema: (1) Koliko tih konfiguracija nije Sareno? (2) Koliko smo ih prebrojili
vi$e puta, jer su iste ako postujemo rotaciju (dopustene rotacije su za kut veli¢ine

360°

k =ka,zak € {1,2,3,4,5,6})?

Prvo ¢emo odgovoriti na pitanje broj (2).

Dvije su vrste ogrlica: ogrlica koja se ne mijenja rotacijom za kut k« i ogrlica koja
se mijenja. Kako je obojena ogrlica koja se rotacijom ne mijenja? Obojimo perlicu
numeriranu s 0 u boju B (B je jedna od Zute, Plave ili Crvene), i pretpostavimo
da ¢emo dobiti istu ogrlicu kada rotiramo za ke, za neki k € {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Tada i perlica k isto treba biti obojena u B, isto kao i perlice numerirane s (2k)

mod7’

(3k),, 4 (4K) 1> (5K) .1 (6Kk)_ . .S obzirom na to daje 7 prost broj, dobijemo da
{0, k, (2k) 4 (3K), o (4K) o (5K) 1 (6K) . }=10,1,2,3,4,5, 6}

mod7” mod7’ mod7’ mod7” mod7

Zaklju¢ujemo da sve perlice trebaju biti obojene u boju B. To su 3 monokromatske
ogrlice.

Broj ogrlica koje se rotacijom mijenjaju je 3" —3 , gdje je svaka od razli¢itih ogrlica
brojena sedam puta. To znacdi da je broj razli¢itih ogrlica s najvise 3 boje jednak

§ 1 3
CPZ = ;(37—3) + i =;(33—1)(33+1)+3:315

monokromatske

—
7 razlicitih konfiguracija ogralice

daje istu ogrlicu

Mozemo koristiti istu metodu da zaklju¢imo da je broj razlicitih ogrlica s najvise 2
zadane boje jednak %(27 - 2) +2 =20, a za jednu zadanu boju broj je 1. Koristec¢i
metodu ukljucivanja i isklju¢ivanja, dobivamo da je broj razlicitih Sarenih ogrlica
jednak:

CPZ-CP-PZ-Z2ZC+C+P+2Z=315-3-20+3=258.

http://www.cup.mg.edu.rs/ (4. 8. 2016.)
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