UCIMO REZUCKAJUCI PRAVOKUTNIKE v

Zeljko Br¢i¢, Vinkovci

ednoga dana Ante je zatekao svoga mladeg brata Lovru kako skarama
izrezuje na papiru nacrtane pravokutnike. Lovro mu je objasnio da
upravo rjesava zadatak iz domace zadace:

Zadatak 1. Nacrtaj na papir pravokutnik duljine 15 cm i Sirine 10 cm te
mu izracunaj opseg i povr$inu. Sa svake strane pravokutnika $karama odrezi
«traku” $irine 1 cm, napidi dimenzije novog pravokutnika te i njemu izracunaj
opseg i povrsinu. Nastavi postupak rezanja i racunanja dokle god je to moguce.

(Wlatka 25 (2016./2017.) br. 98

Lovro je brzo dovrsio svoj rad, a rezultate je pregledno prikazao u tablici:

duljina | $irina | opseg | povrsina

1. pravokutnik I5cm | 10cm | 50 cm | 150 cm?

2. pravokutnik 13cm | 8cm | 42cm | 104 cm?

3. pravokutnik Ilcm | 6cm | 34cm | 66 cm?
4. pravokutnik 9 cm 4cm | 26cm | 36 cm?
5. pravokutnik 7 cm 2cm | 18cm 14 cm?

«Vidim da je sve puno isjeckanih papiri¢a” — dobacio mu je Ante - .Ako
nisi znao, ovaj si zadatak rijesio metodom konkretizacije, osnovnom i najjed-
nostavnijom metodom istrazivanja u nastavi osnovnoskolske matematike. No,
mislim da je vrijeme poraditi i na razvoju tvog apstraktnog misljenja”

«A kako ¢emo to uciniti?” — upita ga Lovro.

«Jednostavno! Glavom, a ne skarama” - glasio je odgovor - .Mozes li,
nakon $to si u svom zadatku cetiri puta obrezivao pravokutnike, iz toga izvuci
nekakav koristan zaklju¢ak?”

«Pa, vidim da se nakon svakog rezanja duljine stranica pravokutnika sma-
njuju za 2 cm”

«Bravo, sada si iz niza konkretnih primjera dosao do jednog, ne odve¢
teskog, ali ipak apstraktnog zakljucka. Probaj sada rijesiti ovakav zadatak:”

Zadatak 2. Zadan je pravokutnik dimenzija 30 cm x 20 cm koji se postu-
pno smanjuje tako da mu se sa sve Cetiri strane rezu trake $irine 1 cm. Koliko
se puta moze obaviti postupak rezanja? Izracunaj opseg i povrsinu najmanjeg
moguceg pravokutnika.

«Broj rezanja ocito ovisi o duljini krace stranice. Njena je duljina 20 cm, pa
¢emo pravokutnik mo¢i rezati 9 puta, sve dok se ta duljina ne smanji na 2 cm.
Analogno, duljina vece stranice takoder ¢e se smanjiti za 18 cm, pa ¢e postati
12 cm. Onda je opseg tog pravokutnika 28 cm, a povrs$ina 24 cm®.
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«Odli¢no!” - pohvalio je Ante mladega brata - (A $to kazes da napravimo po-
opc¢enje ovakvog zadatka, odnosno ono $to se u matematici zove generalizacija?”

«Slazem se, pod uvjetom da mi objasnis $to je to.” — odgovorio je Lovro.

«Generalizacija je slozeni misaoni proces koji sadrzi prijelaz s konkretnog
i pojedina¢nog primjera k opcem slucaju. Ti si, primjerice, rijesio dva zadatka
u kojima se pojavljuje pravokutnik s poznatim duljinama stranica. No, kako bi
rijesio ovo...?”

[Watka 25 (2016./2017.) br. 98

Zadatak 3. Duljine stranica pravokutnika su prirodni brojevi a i b (izraze-
ni u centimetrima). Pocetni pravokutnik smanjujemo na nacin opisan u pret-
hodna dva zadatka. Koliko ¢emo puta moci provesti smanjivanje pravokutnika
i koliko iznose opseg i povrsina maksimalno smanjenog pravokutnika?

«Uh, ¢ini se da ovo nadilazi moje sposobnosti. Mislim da ¢e mi trebati
bratska pomo¢.”

«Nema problema!” — uzvrati Ante - (Rijesit ¢emo to zajedno”

«Ako su a i b duljine stranica poc¢etnog pravokutnika, onda je njegov op-
seg 0 = 2a + 2b. Nakon prvog obrezivanja obje ¢e se duljine smanyjiti za 2 cm,
odnosno postat ¢e a — 2 i b - 2. Tada ce opseg postati o, = 2(a - 2) + 2(b - 2)
=2a+2b -8 =0-8.U drugom ce se koraku duljine stranica opet smanjiti za
2cm,pacebitia-4ib-4.0Ondajeo,=2(a-4) +2(b-4)=2a+2b-16=
(2a +2b - 8) — 8 = 0, - 8. Sada moze$ i sam, metodom analogije, zakljuciti da
¢e o, biti..”

«0, =0, — 8” — ispravno je zakljuCio Lovro - «a to Ce vrijediti i dalje. Op-
enito:0 =0, -8

«Jako lijepo zakljucivanje. Usput, upravo si izveo svoju prvu rekurzivnu
formulu u kojoj se rezultat ne dobiva iz pocetnih podataka, nego iz prethodnog
rezultata. Usput, da je rekurzija to¢na moze$ se uvjeriti iz tablice u Zadatku 1.
Primijeti da se vrijednost opsega u svakom koraku zaista smanjuje za 8 cm.”

«A zadto se i povr$ina ne smanjuje uvijek za istu vrijednost?” — zanimalo
je Lovru.

«l to se lako pokaze. Ako je povrsina poc¢etnog pravokutnika p = ab, onda
jep,=(a-2)(b-2)=ab-2a-2b+4=p-2a-2b+4. Dobili smo, dakle, da
smanjenje nije linearno, za neki konstantni iznos, nego ovisi o veli¢inama a i
b. Kako se svakim obrezivanjem pravokutnika duljine njegovih stranica sma-
njuju, ujedno se smanjuje i razlika susjednih povrsina, $to je takoder vidljivo
iz tvoje tablice”

«A kako ¢emo izraziti koliko puta mozemo smanjivati pravokutnike kada
ne znamo koliki su a i b?” - bio je i dalje znatizeljan Lovro.

«Ve¢ si ranije zakljucio da to ovisi o duljini krace stranice; neka to, pri-
mjerice, bude stranica b. Dakle, na pocetku je bila b, u svakom smo je koraku
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smanjivali za 2 cm, te je na kraju postala takoder 2 cm. Ako broj koraka ozna-
¢imo s k, vrijedi b - 2k = 2, iz Cega se izrazik = (b - 2) : 27

«Zaista, u Zadatku 1. stranica b bila je 10 cm, pa smo imali Cetiri rezanja, a
u Zadatku 2. b je bio 20 cm, $to daje k =9, odnosno devet rezanja pravokutnika”

«U matematici je jos jedna stvar vrlo bitna. Potrebno je, naime, predvi-
djeti sve moguce slucajeve koji se mogu pojaviti. U oba tvoja zadatka dulji-
na stranice b je paran broj, pa je njena minimalna vrijednost nakon rezanja
b =2 cm. No, da je ta duljina bila neparni broj, tada bismo (opet uzastopnim
smanjivanjem po 2 cm) na kraju dobili ¥ = 1 cm. Tada bismo broj koraka k
dobiliiz b - 2k = 1, odnosno bilobi k= (b - 1) : 2

«Preostaje nam jo$ izracunati opseg i povrsinu posljednjeg, najmanjeg
moguceg pravokutnika.”

(Wlatka 25 (2016./2017.) br. 98

«Tako je, no i tu ¢emo morati razlikovati navedene slucajeve. Ako je b
paran broj, onda ¢e ta manja stranica na kraju biti duga 2 cm. Primje¢ujemo
da se ona (u k koraka) smanjila za b - 2, a za istu duljinu smanyjit ¢e se i druga
stranica pravokutnika. Dulja stranica pravokutnika (nakon k koraka) postat ¢e
a-(b-2)=a-b+2. Sada se moze izraCunatio, = 2(a - b+2)+2-2=2a-2b+8,
odnosno P, =(a-b+2)-2=2a-2b+47

«Drugi ¢u slucaj pokusati rijesiti sam.” — ubaci se Lovro - «Dakle, ako je

duljina krace stranice b neparan broj, ona ¢e nakon svih skra¢ivanja biti duga
1 cm. Smanjenje iznosi b - 1, pa ¢e konac¢na duljina vece stranice pravokut-
nika biti a - (b - 1) = a - b + 1. Iz toga se izracuna o, = 2a - 2b + 4, odnosno
po=a-b+1”
«Jo§ samo nesto!” — nastavio je Ante — «Ranije sam ti spomenuo genera-
lizaciju, a njoj suprotan pojam zove se specijalizacija. Kada ve¢ imas neko do-
kazano svojstvo ili poucak, mozes ga iskoristiti na nekom posebnom, najéesce
jednostavnijem slucaju. Primjerice, $to kaze$ na ovakav zadatak..”

Zadatak 4. Kvadrat s cjelobrojnom duljinom stranice u centimetrima
smanjujemo tako da ga sa sve Cetiri strane uzastopno «skra¢ujemo” za 1 cm.
Kakav kvadrat mozemo dobiti na kraju toga postupka?

«Aha, shvatio sam specijalizaciju. Kvadrat je poseban sluc¢aj pravokutnika
i za njega vrijedi sve ono $to smo zakljucili u proslom zadatku za pravokutnik.
Dakle, ako je duljina stranice kvadrata paran broj, krajnji kvadrat imat ce stra-
nicu dugu 2 cm, a ako je neparan, stranica ce biti 1 cm. Njihove opsege i po-
vr$ine moZemo izracunati izravno iz standardnih formula za opseg i povrsinu
kvadrata, ali i koriste¢i formule iz Zadatka 3. Kod kvadrata su duljine stranica
jednake, pa ako u formule za o, i p, iz Zadatka 3. uvrstimo b = a, za parni broj

. o L 5 L S 2
a cemo dobiti o, =8 cm i p, =4 cm’, a za neparni brojao, =4 cmip, =1cm?
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