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ODREDIVANJE OPTIMALNIH STRATEGIJA ZA
IGRANJE SIJAVICE POMOCU TEORIJE IGARA?

SAZETAK

Teorija igara je matematicka disciplina koja modelirajuci situacije iz stvarnog Zivota kao igre te analizirajuci
konflikte koji se pojavijuju u tim igrama omogucava odredivanje optimalnih strategija za postupanje u
modeliranim situacijama. Teoriju igara moguce je primijeniti u raznovrsnim znanstvenim podrucjima, od
matematike, preko ekonomije, do politike. U radu su definirani osnovni pojmovi vezani uz teoriju igara i
matricne igre, prikazano je modeliranje stare igre Sijavica kao matricne igre te odredene optimalne strategije za
njeno igranje. Od 25 mogucih strategija za svakog igraca, samo je pet strategija koje treba odabirati i to tako da
ih se odabire s jednakim vjerojatnostima. Takoder je provjereno da je igra postena, tj. da su igraci ravnopravni u
igri. Poznavanje optimalnih strategija za igranje neke igre igracu omogucuje da u igri postigne sto bolji rezultat,
sukladno zadanim pravilima igre, a neovisno o strategijama koje odabire protivnik.

Kljucne rijeci: teorija igara, matricna igra, matrica isplata, strategija, vrijednost igre

1. UVOD

Teorija igara je matematicka disciplina koja se razvila polovinom 20. stoljeca. Njenim pocetkom

smatra se knjiga Theory of Games and Economic Behavior (Teorija igara i ekonomsko ponasanje) koju

su 1944. objavili matematicar John von Neumann i ekonomist Oskar Morgenstern. Teorija igara

se otad pocela naglo razvijati. Osim u matematici, primjenjuje se jos i u ekonomiji, antropologiji,

filozofiji, psihologiji, biologiji, politici, sportu..

Teorija igara temelji se na logickoj analizi konfliktnih situacija, kao i situacija u kojima je moguca

suradnja izmedu dvaju ili vise sudionika — igraca. Igra se definira kao situacija u kojoj:

1. sudjeluju barem dva igraca (s tim da igra¢ moze biti jedna osoba, ali isto tako moze biti i tim,
tvrtka, narod ili ¢ak i bioloska vrsta);

2. svaki igrac ima odredeni broj mogucih strategija, tj. akcija koje moze odabrati;

svakom su mogucem ishodu igre pridruzene isplate za svakog igraca koje predstavljaju
vrijednost ishoda za razlicite igrace.

Teorijaigara proucava kako bi igraci morali racionalno igrati igre. Svaki igrac Zeli da igra zavrsi tako da
on dobije ¢im ve¢u mogucu isplatu. Igra¢ moze donekle utjecati na iznos isplate, birajudi strategiju,
no isplata ne ovisi isklju¢ivo o njegovoj strategiji, vec i o strategijama koje odabiru ostali igraci, pa
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se tu pojavljuju konflikti i suradnja. Naime, ako viSe igraca uskladi svoje strategije, oni mogu postici
da svi dobiju vece isplate. Racionalno igranje ukljucuje slozene osobne odluke prilikom odabira
strategije koja ¢e igra¢u donijeti povoljan ishod, znajudi da i svi ostali igrai biraju strategije tako da
ishod bude povoljan za njih.

Cilj ovog istrazivanja je odrediti optimalne strategije za igranje igre Sijavica tako da se igra prikaze
kao matri¢na igra te provijeriti je li igra postena.

2.  MATRICNE IGRE

Najjednostavnija situacija je igra za dva igraca u kojoj svaki igra¢ moze birati izmedu dviju strategija,
$to znadi da ukupno postoje cCetiri ishoda igre koje mozemo prikazati tablicom. Primjer takve igre
dan je u tablici 1.

Tablica 1. Ishodi igre
Drugi igra¢
A B
Prvi igra¢ A G,-3) (-4, 4)
B (0,0) (6,-6)

Izvor: autorica

Prviigrac bira jedan redak, dok drugi igrac istovremeno bira jedan stupac. Svaki igrac zapise
svoj izbor na papir. Igraci istovremeno otkrivaju svoj izbor i na temelju toga odreduju
isplate. Kod svakog je ishoda prvi ¢lan uredenog para isplata za prvog igraca, a drugi ¢lan
isplata za drugog igraca.

U ovoj igri je zbroj isplata za svaki ishod jednak nuli. Drugim rijecima, onoliko koliko
prvi igra¢ dobije, toliko drugi izgubi, i obratno. Dakle, interesi igraca su izravno suprotni.
Takva igra naziva se igra sa zbrojem nula i predstavlja situaciju Cistog konflikta izmedu
dvoje igraca. Za takvu igru dovoljno je navesti isplate za prvog igraca za svaki ishod jer ¢e
isplata za drugog igraca kod svakog ishoda biti suprotan broj od isplate za prvog igraca za
spomenuti ishod. Stoga igru mozemo prikazati ovako:

Tablica 2. Tablica isplata

Drugi igrac
A B
Prvi igra¢ A 3 -4
B 0 6

Izvor: autorica
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Ovakvu tablicu u kojoj su navedeni iznosi koje drugi igra¢ isplacuje prvom igracu
. L . . - 3 413 -4, . .
jednostavnije prikazujemo matricom, u ovom primjeru o slln s , koju nazivamo
matrica isplata, a igru odredenu matricom isplata nazivamo matricna igra.

Prviigrac zeli odabrati redak tako da ishod bude ¢im vedi, a drugi igrac zeli odabrati stupac
tako da ishod bude ¢im maniji broj. U nastavku ce biti uvedeni neki pojmovi teorije igara
potrebni za razmatranje takve situacije.

Definicija 1. Strategija 55 je dominantna nad strategijom TT ako je svaki ishod u 55
barem jednako dobar kao odgovarajudiishod u TT i barem jedan ishod u 55 je strogo bolji
od odgovarajuceg ishoda u T'T.

Prema principu dominacije, racionalni igra¢ nikad nece odigrati strategiju koja nije
dominantna. Taj princip moze eliminirati strategije za koje postoji druga strategija koja je
dominantna nad njima, tj. smanjiti mogucnost izbora za pojedinog igraca.

Definicija 2. Ishod matri¢ne igre (s isplatama za igraca koji bira retke) naziva se sedlasta
tocka ako je isplata za taj ishod istovremeno manja ili jednaka svakoj isplati u tom retku i
veca ili jednaka svakoj isplati u tom stupcu.

Definicija 3. Ako za matri¢nu igru postoji broj 117 takav da prvi igrac ima strategiju koja
mu jamdi da ¢e dobiti barem 717 i drugi igra¢ ima strategiju koja mu jamci da prvi igra¢
nece dobiti vise od 71, onda se 717 naziva vrijednost igre.

Ako je vrijednost igre jednaka nuli, igra je postena, ako je vrijednost igre pozitivha, onda
prvi igra¢ ima prednost, a ako je vrijednost igre negativna, onda drugi igrac ima prednost.
Ako matrica isplata ima sedlastu tocku, matricna igra je strogo odredena, u njoj sreca ne
igra ulogu, a vrijednost igre jednaka je isplati upisanoj na poziciji sedlaste tocke.
Odredivanje sedlaste tocke provodi se tako da se ispiSu minimumi svakog retka i medu
njima oznaci maksimum (maximin). Zatim se ispisu maksimumi svakog stupca i medu
njima ozna¢i minimum (minimax). Ako je maximin redaka jednak minimaxu stupaca,
onda se on pojavljuje u sedlastoj tocki. Jedna matrica isplata moze imati vise sedlastih
tocaka, ali su njihove vrijednosti tada jednake.

Ako matri¢na igra ima sedlastu tocku, oba igrac¢a c¢e uvijek odabirati strategiju koja
sadrzi sedlastu tocku. To se naziva Cista strategija. U matricnim igrama koje nemaju
sedlastu toc¢ku niti jedan igrac nece stalno odabirati istu strategiju kako to protivnik ne bi
mogao iskoristiti, ve¢ ¢e odabirati izmedu nekoliko strategija. Mjesovita strategija sastoji
se od vjerojatnosti prema kojima prvi igrac bira retke, a drugi igrac bira stupce. Zbroj
tih vjerojatnosti za pojedinog igraca iznosi 1. Bududi da je svakom igracu u interesu da
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protivnik ne uodi pravilnost u njegovom odabiru strategija, idealno je da igra¢ odabire
strategiju na slucajan nacin, postujuéi spomenute vjerojatnosti (npr. koriste¢i neki uredaj
koji mu moze pomo¢i u odluci koju strategiju da odabere).

Ako vjerojatnosti za prvog igraca zapiSemo u retéanu matricu PP, a vjerojatnosti za drugog
igraca zapisemo u stup¢anu matricu @@ te oznacimo li matricu isplata s 44, umnozak
P-A-QFP - A-Q predstavlja ocekivani dobitak prvog igraca.

Za navedeni primjer, ako drugi igrac igra mjesovitu strategiju s vjerojatnostima xx il — x
1 — x, izracunajmo ocekivane vrijednosti za svaku strategiju prvog igraca:

b el fid=T%sle = Eal

Prvi igra¢ nece modi zloupotrijebiti mjeSovitu strategiju drugog igraca ako su ove dvije
ocekivane vrijednosti jednake:
Ix—4=6—6x

13x =10
10
X=EJ
3
'l—.’X.'—E.
10][10
13|13

To znadi da ako drugi igrac igra mjeSovitu strategiju | 5 || 3 |, onda drugi igra¢ moze biti
13]]13
. Ly Ly , sy ize, . . .
siguran da prvi igra¢ prosje¢no nece dobiti vise od s jedinica po igri, neovisno o tome
kako prvi igra¢ bude igrao.
Ako prvi igra¢ igra mjeSovitu strategiju s vjerojatnostima ¥¥ i 1 —¥1 — ¥, onda su
ocekivane vrijednosti za svaku strategiju drugog igraca:

b 1[0 =By —w+6-61=01y -10y+6l

Drugi igra¢ nece mo¢i zloupotrijebiti mjeSovitu strategiju prvog igraca ako su ove dvije
ocekivane vrijednosti jednake:

Jvy=—-10v+6
13v =6
] 6
}'_E,

v 7
1—}-—E.
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T T .. |8 711 e 7 Y L
Dakle, ako prvi igra¢ igra mjeSovitu strategiju [E E] [E E]’ onda on moze biti siguran

, . .. 1818, . . . Loy
da ¢e prosjecno dobiti barem e jedinica po igri, neovisno o tome kako drugi igrac bude
igrao.

. e Nt - ) . e 7
U ovoj matricnoj igri je vrijednost igre ——, optimalna strategija prvog igraca je [E E]
10][10
6 ':Ir 1 " M b4 .o .
[E E],aoptlmalnastrateguadrugoglgraca 133 133 . Vrijedi:
13)[13
10
i 1].[3 =, 13 Z[E}
13 131 10 6l |3 13’
13

John von Neumann je 1928. dokazao sljedeci teorem:

Minimax teorem. Svaka matri¢na igra sa zbrojem nula za dva igraca ima rjesenje. To znaci

da postoji jedinstveni broj w2 koji se naziva vrijednost igre i postoje optimalne (Ciste ili
mjesovite) strategije za prvog i drugog igraca takve da:

1) ako prvi igra¢ igra svoju optimalnu strategiju, njegova ocekivana isplata bit ce
== == %, neovisno o ponasanju drugog igraca,

2) ako drugi igrac igra svoju optimalnu strategiju, ocekivana isplata prvog igraca bit ce
= v= ¥, neovisno o ponasanju prvog igraca.

Zahvaljujué¢i ovom teoremu pojmove optimalne strategije i vrijednosti igre mozemo
razmatrati za svaku matri¢nu igru, a ne samo za one koje su strogo odredene.
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3. SIJAVICA

Sijavica (ije-Sete, Sijanje) je stara igra za dva igraca koja je rasprostranjena u Istri, Hrvatskom
primorju i Dalmaciji. Igraci istovremeno pokazuju prste jedne ruke i pokusavaju pogoditi
zbroj pokazanih prstiju tako da oba igraca istovremeno izvikuju broj koji moze biti izmedu
2i10. Brojevi se izvikuju na iskrivljenom talijanskom jeziku:

2-do

3-tre

4 - kvatro

5 - cinkve

6 - Sije

7 - Sete

8 - oto

9 - nove

10 - tuti (sve).

wvse oy ouy

Igra je dobila naziv upravo po rijeci “Sije”, “Sete” (sei, sette).

Ako niti jedan igrac ne pogodi zbroj pokazanih prstiju, ili ako oba igraca pogode, igraci ne
dobivaju bodove. Ako samo jedan igra¢ pogodi zbroj pokazanih prstiju, taj igrac dobije
jedan bod.

4.  ODREDIVANJE RJESENJA IGRE SIJAVICA

Sijavica je matri¢na igra za dva igraca sa zbrojem nula.

Na temelju pravila igre sastavimo matricu isplata. Koristimo oznaku “Piiljj” za “pokazuje
ii, izvikuje jj". Uo¢imo da kad igrac pokaze ii prstiju izvikuje jedan od brojevai + 1i + 1
i+ 2i+2, i+ 3+ 3, i+ 4i+4 i+ 5i+ 5 jer su to jedini zbrojevi koji se mogu
postici zbrajanjem brojeva pokazanih prstiju oba igraca.
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Tablica 3. Matrica isplata za igru Sijavica

P112 | P113 | P14 | PTI5 | P16 | P23 | P214 | P25 | P216 | P217 | P314 | P3I5 | P3I6 | P3I7 | P3I8 | P4IS | P4I6 | P4I7 | P4I8 | P49 | PSI6 | PSI7 | PSI8 | P5I9 | PSIT0

2 |1 o] 1| 1| 1[ 1] -1 0| 0| 0| Of -1 0] 0| 0| O| -1 of of O] O] 1| O] O] Of O

3 ]-1 0] of of of] O) 1} 1| 1| 1| -1 0| 0| Of Of -1|f 0] O] Of Of -1] 0] O] O ©

14 | 1] 0| o of o] -1 o] O Of Oof Of 1| 1| 1| 1| 1| of of 0] 0| 1| 0] O] Of O

I5 |1 0] o| Oof 0] -1) O] O O Of -1] O] O Of Of Of 1] 1| 1| 1[ -1] 0] 0] O] ©

6 | 1] 0| 0| of O] -1 0| O O Of -1 0] O] O O -1 of of o] o] oOf 1| 1| 1[ 1

1noj o| of of of -1 o] o] of of -1f of o] o] of 1| of of of o] -1 1| 1| 1| 1] O

Izvor: autorica

Potrazimo sedlastu tocku. Budu¢i da su minimumi svakog retka jednaki —1—1, a
maksimumi svakog stupca jednaki 11, ova matrica isplata ocito nema sedlastu tocku.
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Potrazimo dominantne strategije. Ne postoje dominantne strategije jer ne postoji neki
redak u kojem bi svaki broj bio maniji ili jednak odgovaraju¢em broju u nekom drugom
retku. Analogna tvrdnja vrijedi i za stupce.

Odredimo optimalne strategije. lako smo kod matri¢ne igre odredene matricom isplata
2 » 2 2 % 2 jednostavnim racunanjem odredili optimalne strategije za svakog igrada, u
slucaju Sijavice, Cija je matrica isplata 25 x 2525 » 25 to bi bilo vrlo zahtjevno, pa je za
dobivanije rjeSenja koriSten ra¢unalni program na mreznoj stranici Calculating the Solution
of a Matrix Game (https://www.math.ucla.edu/~tom/gamesolve.html).

Vrijednost igre je 0, odnosno, igra je postena. Optimalna strategija za prvog igraca je:
(0,0,0,0,02,02,0,0,0,0,0,0,0.2,0,0,0,02,0,0,0,0,0,0,0.2,0).

Optimalna strategija za drugog igraca je:
(0,0,0,0,02,0,0,0,02,0,0,02,0,0,0,0.2,0,0,0,0,0,0,0.2,0,0).

Ostaje nam jo$ samo pronadi slucajni nacin odabira medu pet optimalnih poteza za svakog igraca.
Jedan od mogucih nacina je da igra¢ na satu ocita sekunde pa ako broj sekundi pri dijeljenju s pet
daje ostatak jedan, odigra prvi potez, ako broj sekundi pri dijeljenju s pet daje ostatak dva, odigra
drugi potez, ako broj sekundi pri dijeljenju s pet daje ostatak tri, odigra tre¢i potez, ako broj sekundi
pri dijeljenju s pet daje ostatak cetiri, odigra Cetvrti potez, a ako je broj djeljiv s pet, odigra peti
potez.

5. ZAKLJUCAK

U radu je prikazano odredivanje optimalnih strategija za igranje igre Sijavica koja je modelirana kao
matri¢na igra za dva igra¢a sa zbrojem nula. Dobiven je rezultat da je za prvog igraca najbolje da s

11
jednakom vjerojatno$cu od o igra strategije (poteze): P116, P23, P316, P4l6 i P59, dok je za drugog

11
igraca najbolje da s jednakom vjerojatnos¢u od — igra strategije (poteze): P116, P216, P3I5, P4I5 i

55

P518. Takoder je izra¢unato da je vrijednost igre (0, odnosno da je igra postena.
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DETERMINING THE OPTIMAL STRATEGIES FOR
PLAYING SIJAVICA BY USING GAME THEORY?

ABSTRACT

Game theory is a mathematical discipline which by modeling real-life situations as games and analyzing the
conflicts that occur in these games allows determining of optimal strategies for dealing with modeled situations.
Game theory can be applied in various scientific fields, from mathematics, through the economy, to politics.
The paper defines the basic concepts related to game theory and matrix games, showing the modeling of old
game Sijavica as a matrix game. Optimal strategies for playing the game are determined. Among the 25 possible
strategies for each player, there are only five strategies to be chosen and they have to be chosen with equal
probabilities. Also is verified that the game is fair, i.e. that the players are equal in the game. Knowing the optimal
strategy for playing a game allows the player to achieve a better result, in accordance with established rules of
the game, and regardless of the strategies chosen by the opponent.

Key words: game theory, matrix game, payoff matrix, strategy, value of the game
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