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Rudi Mrazovié

Logicko-kombinatorni zadaci pojavljuju se na veéini drzavnih i medunarodnih natjecanja. Oni
spadaju medu najteze i najslabije rijeSene zadatke na svakom drzavnom natjecanju. Primjerice, 2001.,
2002. i 2004. godine logicko-kombinatorni zadatak na drzavnom natjecanju za treée razrede nije rijesio
nijedan od tridesetak ucenika, dok su 2003. godine to ucinila tek tri ucenika.

Iako je za njih potrebno minimalno poznavanje gradiva (Gesto se samo koristi metoda zdravog razuma),
ipak postoje neke metode i trikovi koji se vrlo ¢esto koriste pri njihovom rjeSavanju. Najceséi su trazenje
invarijante, matematicka indukcija, pravilo krajnjeg (ekstremnog) elementa, Dirichletovo pravilo, bojanja
i prebrojavanja.

Trazenje invarijante svodi se na trazenje veli¢ine koja se nikada ne mijenja. Uz trazenje invarijante vrlo
je slicna metodi trazenja takozvane monovarijante, odnosno veli¢ine koja pri svakoj transformaciji raste ili
pada.

Princip matematicke indukcije vrlo je poznat alat i mogli ste ga nauciti u proslom broju PlayMath-a.

Pravilo krajnjeg (ekstremnog) elementa svodi se na trazenje ili izbor veli¢ine koja je ekstremna (najma-
nja povrsina, najveca udaljenost, najbliza polja, najudaljenije tocke, ...).

Dirichletovo pravilo! lako je razumljivo. Poznato je i kao pravilo golubinjaka (eng. pigeonhole principle)
zbog sljedece formulacije:

Ako imamo n golubinjaka u koje moramo smjestiti n + 1, goluba onda %?%

éemo u barem jedan golubinjak morati smjestiti barem 2 goluba.

Bojanje je takoder vrlo cesta metoda koja se koristi pri rjeSavanju logicko-kombinatornih zadataka.
Radi se o tome da se svakom elementu nekog skupa pridruzi odredena boja, koja ¢e poslije koristiti u
dokazivanju neke tvrdnje. Cesto se koristi uz neku invarijantu ili pak Dirichletovim pravilom (principom).

Kao §to i sam naziv govori, prebrojavanja oznacavaju trazenje broja elemenata nekog skupa. Cesto se
koriste u kombinaciji sa Dirichletovim principom.

Primjer 1. U tri hrpe nalaze se redom 51, 49 i 5 kamenci¢a. Mozete spojiti bilo koje dvije hrpe ili podijeliti
hrpu koja ima paran broj kamenci¢a na dvije hrpe s jednakim brojem kamenci¢a. Mozete li na taj nacin
razdvojiti svih 105 kamencic¢a?

Rjesenje. Odgovor je ne. Uotimo da ako je broj kamenci¢a u svakoj hrpici djeljiv s nekim neparnim
prirodnim brojem, sve hrpe koje ¢emo kasnije dobivati takoder ¢e biti djeljive s tim brojem. To ¢e biti
invarijanta koju trazimo, odnosno ono nesto §to se ni u jednoj transformaciji neée promijeniti. Dokazimo
to. Neka su sve hrpe djeljive s nekim neparnim prirodnim brojem k. Neka je broj kamenci¢a u [-toj hrpici
oblika n; - k. Ako spojimo i-tu i j-tu hrpicu, broj kamenci¢a u novoj hrpici iznosit ¢e

Odatle vidimo da ¢e i broj kamenci¢a u novoj hrpici biti djeljiv s k. Neka je broj kamenci¢a u nekoj hrpi
oblika 2 - k- m. Ako tu hrpu raspolovimo, broj kamencié¢a u svakoj od dvije nove hrpice iznosit ée
2-k-m
2

=k-m

Dakle, broj kamencica u svakoj hrpici takoder ée biti djeljiv s k. Na pocetku je broj kamenci¢a u svakoj
hrpici neparan, Sto znaci da ¢ée prvi potez biti spajanje nekih dviju hrpica. Tako mozemo dobiti jednu od
sljede¢ih kombinacija:

U prvoj hrpici nalazit ¢e se 100, a u drugoj 5 kamencica.

U prvoj hrpici nalazit ¢e se 54, a u drugoj 51 kamencic.

U prvoj hrpici nalazit ¢e se 56, a u drugoj 49 kamencica.

'S Dirichletovim pravilom sreli smo se u ¢lanku Logika dokazivanja II. dio, primjer 7., str 7. PlayMath br. 2. (2003.)
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U prvom slucaju broj kamenci¢a u oba dvije hrpice je djeljiv sa 5, u drugom sa 3, a u tre¢em sa 7. Kako
na kraju u svakoj hrpici treba bit po samo jedan kamenci¢, a broj 1 nije djeljiv ni s 3, ni s 5, ni sa 7, pa
vidimo da je to nemoguce ostvariti. v

Primjer 2. Moze li skaka¢ (konj), pomicuéi se na propisan na¢in, na standarnoj (8 x 8 crno-bijeloj)
Sahovskoj plo¢i odabrati takav put da posavsi od gornjeg lijevog kuta ploce dode na njezin donji desni kut,
a da pritom na svako pojedino polje plo¢e dode to¢no jedanput (tj. da nijedno polje ne izostavi i da ni na
jedno ne dode vise puta)?

Rjesenje. Ne moze. Obojimo plo¢u na uobic¢ajen nacin. Uoc¢imo da se pri svakom pomaku skakaca,
mijenja boja polja na kojem se nalazi - ako je prije bio na bijelom, moze odatle skociti samo na crno i
obrnuto. To znaci da ¢e nakon parnog broja skokova skaka¢ biti na polju iste boje kao sto je ono s kojeg
je zapoceo skakati, a nakon neparnog broja skokova bit ¢e na polju suprotne boje.

Slika 1. Skakaé s bijelog skace na crno polje!

Da bi na svakom polju plo¢e bio totno jedanput, skaka¢ mora uciniti 63 skoka, a to je neparan broj.
Prema tome, nemoguce je da pritom stigne od gornjeg lijevog na donje desno polje ploce, jer su ona iste
boje. v

Primjer 3. Dan je lanac domina koje su slozene prema uobi¢ajenom pravilu. MozeS provoditi sljedecu
operaciju: nadi podlanac u kojem prvi domino ima jednak broj tockica kao zadnji (misli se na polovice
domina), izvadi ga, zakreni za 180° i vrati na isto mjesto. Dokazi da ako su dana dva lanca sastavljena
od jednakih domina, tako da poc¢inju i zavrSavaju s jednakim brojem tockica, onda se jedan lanac moze
transformirati u drugi koriste¢i opisanu operaciju.

Rjesenje.  Tvrdnju éemo dokazati indukcijom po broju n komada domina u lancu. Za n = 1 i
n = 2 tvrdnja oCito vrijedi. Promatrajmo opéeniti slucaj kad je prvi broj u lancu jednak a. Neka je prvi
domino u prvom lancu (a,b), a u drugome (a,c). Ako je b = ¢, tada koristimo pretpostavku indukcije.
Pretpostavimo da je b # ¢. Tada se (a,b) nalazi negdje u drugome lancu ali ne na prvom mjestu. Ako se
(a,b) nalazi u okrenutom obliku (b,a), tada vrs§imo operaciju nad podlancem od (a,c) do (b,a), a zatim
koristimo pretpostavku indukcije. Pretpostavimo sada da (a,b) nije okrenut.

Dokaz ¢e biti zavrSen ako dokazemo da (a,b) mozemo okrenuti (onda ¢emo postupiti kao i maloprije,
a zatim koristiti pretpostavku indukcije). U prvom lancu neka je (d,e) prvi domino koji se ne pojavljuje
iza (a,b) u drugom lancu. Neka je domino prije (d, e) u prvome lancu domino (f,d). Tada se ovaj domino
u drugom lancu pojavljuje poslije (a,b) (mozda u okrenutom obliku). S druge strane, domino (d,e) u
drugom se lancu pojavljuje prije (a,b), takoder mozda okrenut. Promatramo cetiri konfiguracije drugog
lanca i gledamo kako postiéi da (a,b) okrenemo.

(i) (a7c)7"'7(d76)7"'7(a7b)7"'7(f7d)7"'
Provodimo operaciju na podlancu od (d,e) do (f,d).

(ii) (a,¢),...,(d,e),...,(a,b),...,(d, f),...
Provodimo operaciju na podlancu od (d,e) do (g,d), gdje je (g,d) domino prije (d, f).
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(iii) (a,¢),...,(e,d),...,(a,b),....,(f,d),...
Provodimo operaciju na podlancu od (d, k) do (f,d), gdje je (d,h) domino iza (e,d).

(iv) (a,¢),...,(e,d),...,(a,b),...,(d, f),...
Provodimo operaciju na podlancu od (d,7) do (j,d), gdje je (d,i) domino iza (e,d), a (j,d) domino
prije (e, d).

v

Primjer 4. Svaki od n gradana zna dio nekog traca. Dopusteno im je da preko telefona razmijene sve
§to znaju vezano uz tra¢. Tijekom jednog poziva samo jedno osoba govori. Odredi najmanji broj poziva
potrebnih da bi svaki gradanin znao cijeli trac.

Rjesenje.  Promatrajmo prvi trenutak (najraniji) kada neka osoba zna cijeli tra¢. Za to je ocito
potrebno barem n — 1 poziva. To je zato jer je svaka druga osoba morala nekom reéi dio traca koji ona
zna. S druge strane, u tom trenutku svakoj drugoj osobi nedostaje barem jedan djeli¢ traca (jer ostale
osobe ne znaju cijeli tra¢), pa je zato potrebno jos barem n — 1 poziva. Dakle, ukupno je potrebno barem
(n—1)+ (n—1) = 2n — 2 poziva. Lako je pokazati da je to moguce izvesti u tocno 2n — 2 poziva. Na
primjer, jedan gradanin nazove sve ostale i tako sazna cijeli trac (to je n—1 poziva), a zatim ih sve ponovno
nazove i ispri¢a im cijeli tra¢ (jos n — 1 poziva). v

Kako bih se ja toga sjetio?

Za kraj, evo nekoliko zadataka kojima ¢e rjeSenja mnogi prokomentirati rije¢ima: ,,Kako bih se ja toga
sjetio?”

Primjer 5. Igra dvostruki sah ima ista pravila kao i obi¢ni, s jednom iznimkom: svaki igra¢ radi dva
uzastopna poteza. Dokazi da Bijeli (koji prvi igra) ima negubitnicku strategiju (odnosno moze igrati tako
da u svakom slucaju necée izgubiti).

Rjesenje.  Pretpostavimo suprotno, odnosno, da kako god Bijeli igra, Crni ima odgovarajuéu po-
bjednicku strategiju. Medutim, Bijeli moze zapoceti igru na sljedeéi nacin:

Nakon poteza Bijelog pozicija je ista, ali je Crni na potezu!

Bijeli pomice skakaca s bl na a3 kao prvi potez i kao drugi potez vrac¢a istog skakaca s a3 natrag na
bl. Prema pretpostavci, Crni ima strategiju da pobijedi Bijelog. Medutim, sada se Crni nalazi u potpuno
istoj situaciji u kojoj je maloprije bio Bijeli. Odatle slijedi da Bijeli ima strategiju kojom moze pobijediti
Crnog. Kontradikcija! v
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Primjer 6. Na n razlicitih tocaka kruzne staze n formula (trka¢ih automobila) spremno je zapoceti utrku.
Svaka od njih vozi takvom brzinom da obide cijeli krug za jednu minutu. Na dani znak svaka formula
odabire jedan od dva moguca smjera kojima moze voziti i smjesta krete u tom smjeru. Kada se god
neke dvije formule sretnu, one promijene smjer voznje bez ikakve promjene u brzini. Dokazi da ¢e se u
odredenom trenutku sve formule ponovno nalaziti na svojoj startnoj poziciji.

Rjesenje. Imenujmo automobile brojevima od 1 do n. Izmijenimo malo pravila. Pretpostavimo da,
umjesto da mijenjaju smjerove voznje, formule koje se sretnu samo promijene svoje brojeve. S ovakvim
se pravilima svaki automobil kreée u jednom smjeru konstantnom brzinom. Jedan sat kasnije, nakon
nekoliko promjena brojeva automobila, svaki se auto nalazi na svojoj startnoj poziciji. Kada se vratimo
u stvarnost (normalnim pravilima), jedino $to mozemo tvrditi je da se na svakoj pocetnoj poziciji nakon
jedne minute nalazi neka formula, ne nuzno ona koja se na pocetku tamo nalazila. Medutim, uo¢imo da
pravila onemogucavaju mijenjanje poretka medu formulama. Drugim rije¢ima, svaka se formula uvijek
nalazi izmedu dvije, jedne te iste formule. Dakle, svaka formula uvijek se nalazi izmedu svojih pocetnih
susjeda. Dakle, pocetna je situacija nakon jedne minute (mozda) samo malo rotirana, odnosno za neki
nenegativan cijeli broj d formula ¢ se nalazi na poc¢etnom mjestu formule ¢ + d za svaki ¢ = 1,2,...,n
(oznake su uzete modulo n). Dakle, nakon svake minute situacija iz prethodnog kruga zarotira se uvijek
za isti nenegativan cijeli broj d. Nakon toéno n minuta pocetna situacija zarotirat ¢e se za dn mjesta, pa
¢e u tom trenutku svaka formula biti ponovno na svojoj pocetnoj poziciji. v
Napomena. Ovaj zadatak, koji se prvi put pojavio kao madarski prijedlog za MMO 1989., pojavio se medu
zadacima za ovogodisnju Hrvatsku informaticku olimpijadu (vidi www.hsin.hr).

Primjer 7. Neka polja pravokutne tablice m x n (m < n) obojana su u crno, tako da svaki stupac sadrzi
barem jedno crno polje. Dokazi da postoji crno polje takvo da ima viSe crnih polja u njegovom retku nego
u stupcu.

Rjesenje. Zamijenimo svako crno polje u danoj tablici A s brojem %, gdje je k broj crnih polja u tom
redu.

Tako dobivamo novu tablicu B u kojoj je zbroj brojeva u svakom retku 1 ili 0 ovisno o tome sadrzi li taj
redak u tablici A barem jedno crno polje ili ne. Zato zbroj Sp svih brojeva u tablici B ne prelazi m, broj
redaka tablice. Na slian na¢in konstruirajmo tablicu C' tako da svako crno polje tablice A zamijenimo
brojem % gdje je [ broj crnih polja u njenom stupcu. Zbroj svih brojeva u svakom stupcu tablice C' je
uvijek to¢no 1, jer svaki stupac sadrzi barem jedno crno polje. Zato zbroj S¢ svih brojeva u tablici C
iznosi totno n. Kako je m < n, imamo Sp < m < n = S¢. Zato barem jedno polje tablice B sadrzi manji
broj od odgovarajuceg polja u tablici C. Drugim rije¢ima, za to polje vrijedi: Ako su k i [ brojevi crnih
polja redom u njenom retku i stupcu, onda vrijedi % < %, odnosno k > [, pa je to polje ono koje trazimo.

v
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Zadaci za vjezbu

1. Grupa ljudi zakupila je sva mjesta u jednom redu u kazaliStu, ali su sjeli na slu¢ajna mjesta u tom
redu. Biljeter u kazlistu moze zamijeniti svake dvije susjedne osobe koje sjede na krivim mjestima (i
ovu zamjenu napraviti vise puta), s tim da ne moze premjestiti nekoga tko sjedi na pravom mjestu.
Moze li biljeter smjestiti posjetitelje na prava mjesta, bez obzira na pocetni raspored, ako je poznato
da su tada svi bili na pogresnim mjestima?

2. Na podu se nalazi velika hrpa karata. Na svakoj karti napisan je jedan od brojeva 1, 2, ..., n. Zbroj
brojeva na svim kartama iznosi k - n!, gdje je k neki prirodni broj. Dokazi da je moguée razmjestiti
karte u k hrpa, tako da je suma karata na svakoj hrpi jednaka n!.

3. Imamo mrezu od (2k — 1) x (2k — 1) kvadrata s 4k? vrhova. Ti vrhovi spojeni su zicama (duz stranica
kvadrata). Medutim, neke su se zice unistile. Elektricar moze testirati prolazi li struja izmedu neka
dva vrha (tj. provjeriti postoji li lanac zica koje ih spajaju). Da bi sve bilo u redu, izmedu svakih
dvaju vrhova mora teéi struja. Koliki je najmanji broj testiranja da bi elektricar mogao sa sigurnoséu
utvrditi je li sve u redu ili ipak postoje dva vrha izmedu kojih ne protjece struja?

4. Konacan broj polja beskonacne kvadratne mreze obojen je crnom bojom. Dokazite da je u toj ravnini
mogucée odabrati kona¢no mnogo kvadrata koji zadovoljavaju svaki od sljedeéih uvjeta:

(i) Unutrasnjosti svaka dva razli¢ita kvadrata su disjunktne (imaju prazan presjek).

(ii) Svako crno obojeno polje lezi u nekom od tih kvadrata.

(iii) Povrsina crnih polja u svakom od odabranih kvadrata je barem é, a najvise % povrsine tog
kvadrata.
5. Dane su kruznice Cy, Co, ..., C, polumjera 1 u ravnini takve da nikoje dvije nisu medusobno

tangente i da je podskup ravnine koji ¢ini unija ovih kruznica povezan (odnosno, za svaku particiju
skupa {1,2,...,n} na neprazne skupove A i B, skupovi (J,c 4 Ca i Upe g Cp nisu disjunktni). Dokazite
da je |S| > n, gdje je
s= |J ang,
1<i<j<n

skup sjecista svih parova kruznica.

Za kraj

Ovaj prilog napravljen je tek kao uvod, u sljede¢im brojevima PlayMath-a vise ¢ete moéi Citati o
metodama kojima se rjesavaju ovi zadaci.

U toku je izrada novog web-izdanja

Sve citatelje obavjeStavamo da je toku izrada posve novog
web-izdanja, na novoj lokaciji. Zbog komplikacija koje su
nastale s ekipom koja odrzava stranice V. gimnazije, odlucili
smo se preseliti. Molimo sve Citatelje za strpljenje. Hvala!

Urednistvo

Isprika

Greske se cesto dogadaju kad se radi. NaSa lektorica i recenzentica temeljito is-
pravljaju greske u ¢asopisu, ali zbog brzine unosa korekture ¢esto ne unesemo sve
ispravke. Ispricavamo se svim ¢itateljima, trudit éemo se da se to Sto rjede dogada.
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