Tortko Tadié

Na ovogodisnjem opéinskom natjecanju za prve razrede dan je sljedeéi zadatak:

4. Nadite sva realna rjesenja sustava jednadzbi
x1 + T2 + - - + To004 = 2004,
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Zadatak je bio jako slabo rijesen. I prije nekoliko godina, kad se isti zadatak pojavio na natjecanju za 4.
razrede, bio je slabo rjesen. Tadasnji natjecatelji ¢esto su spominjali kako su ga rjesili pomoéu nejednakosti.
Rjesenje koje je dalo povjerenstvo mozemo slobodno nazvati umjetnim i rijetko koji ucenik bi ga se sjetio.
Ovo rjesenje mozda ima izravniji pristup, ali zahtijeva visoko znanje matematike (posebno nejednakosti).

Rjesenje. Svima je odmah jasno da je rjeSenje x1 = 2o = ... = z9gp4 = 1, samo nije jasno kako to
dokazati. Mi éemo to dokazati pomoc¢u nejednakosti medu sredinama. Za ovaj slucaj koristit éemo da
vrijedi
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za pozitivne aq, a9, ..., a,, gdje se sredine redom zovu aritmeticka, kvadratna, kubna, kvartalna. Jednakost
se postize ako i samo ako je a; = ag = ... = a,. Mi ¢emo promatrati slucaj kada je n = 2004 i a; = |z;|,

zai=1,2,...,2004.
Iz nejednakosti izmedu kvartalne i kubne sredine slijedi
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a iz nejednakosti izmedu kvartalne i aritmeticke sredine dobivamo
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Primjenom nejednakosti trokuta |x1| + |x2| + - -+ + |z2004| > |21 + 2 + - -+ + x2004| = 1 1 kubiranjem (k)
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Mnozenjem zadnjih nejednakosti dobivamo
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Za svaki realni broj x vrijedi z < |z| pa iz posljednje nejednakosti slijedi
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U posljednjoj nejednakosti vrijedi jednakost ako i samo ako u (%), (%%) i nejednakosti trokuta vrijedi
jednakost. Sto se postize za || = |zo| = ... = |z,| i za brojeve z1,zo, ..., 2, istog predznaka. Jednakost
vrijedi ako je T1] =Ty = -+ = T2004 — 1. v
Napomena. Broj 2004 mozemo zamijeniti bilo kojim prirodnim brojem n.

Zanimljivo je da se ovaj zadatak pojavio na (zavrsnoj) matematickoj olimpijadi u Ukrajini 1998. godine.
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