KVADRATURA KRUGA v

Alija Muminagi¢ i Jens Carstensen, Frederiksberg (Danska)

‘ 7 ec¢ina ljudi i dan-danas pri spominjanju kvadrature kruga pomisli na
tezak ili nerjesiv problem. Alj, ta ista ve¢ina ne moze formulirati taj
problem i ne zna od kada i odakle on potjece.

Problem kvadrature kruga jedan je od najpoznatijih problema anticke ge-
ometrije."! Mnogi su se poznati (i nepoznati) matematicari stolje¢cima bavili
rjeSavanjem ovoga problema:
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Uz pomoc¢ ravnala i Sestara treba konstruirati kvadrat ¢ija je povrsina jed-
naka povrsini danog kruga.

Pokusajmo problem rijesiti algebarski. Neka je zadan krug polumjera r.

2
Povrsina toga kruga jednaka je 7’ . Bududi da je r’m = (‘ /Zrn %J , zaklju-

¢ujemo da trazeni kvadrat (s povrsinom jednakom povrsini zadanog kruga)

&

p
ima stranicu ¢ija je duljina a =, [2r7 Eh Dakle, stranicu a trazenog kvadrata

y o .. . . LT
mozemo konstruirati kao geometrijsku sredinu izmedu 2rz i e Zar=1,

problem kvadrature kruga svodi se na konstrukciju duzine ¢ija je duljina 2.

Medutim, krajem 19. stoljeca (1882. godine), Ferdinand Lindemann? do-
kazao je da je broj « transcendentan broj, ¢cime je dokazao da je kvadratura
kruga pomocu ravnala i $estara nerjesiv problem. Lindermannovim dokazom
da je 7 transcendentan broj dokazana je nemoguc¢nost te konstrukcije, no pro-
nadeno je mnogo pribliznih (i dosta .to¢nih”) konstrukcija. Dvije od takvih
pribliznih konstrukcija opisane su u nastavku ¢lanka.

Konstrukcija Jacoba de Geldera
Vrlo dobru pribliznu vrijednost broja v daje razlomak % =3.1415929...

Zapravo, od svih razlomaka ¢iji su brojnik i nazivnik manji od 3000, taj ra-
zlomak daje najbolju pribliznu vrijednost.” Konstrukciju priblizne vrijednosti

355 16 4
broja 7 kao T3 3+—=3+ P dao je Jacob de Gelder* 1849. godine.

113~ 7+

'Anti¢ko doba (antika) je razdoblje od 700. do 476. godine prije Krista, zapravo doba stare grcke i rimske civilizacije
*Carl Louis Ferdinand von Lindemann (1852. - 1939.), njemacki matematicar

*U literaturi nalazimo da su u 5. st. Tsu Ch'ung-Chih i njegov sin Tsu Keng-Chih nagli da je 3.1415926 <7 < 3.1415927
“Tacob de Gelder (1765. - 1848.), nizozemski matematicar
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= Evo kako je on to napravio:

g 1. Nacrtao je polukruznicu sa srediStem u tocki O s polumjerom r = 1 (pro-
a mjer te kruznice je AB).

8

§ 2. U tocki O konstruirao je okomicu na promjer, a sjeciste te okomice s polu-
e kruznicom oznacio E.

5 — 7

S 3. Naduzini OE konstruirao je tocku D tako da je |OD| ~3

-

<

— 1
4. Spojio je tocke A i D, pa na duzini AD odredio tocku F tako da je |AF| =7

5. Tockom F konstruirao je paralelu s pravcem OE (sjeciSte s promjerom je
tocka G), a zatim paralelu s pravcem DG (sjeciste s promjerom je tocka H),
vidi Sliku 1.

. u Slika 1.
AHG o) B

Primjenom Pitagorina poucka na trokut AADO dobivamo da vrijedi
2
47 11
|AD|2 - |AO|2 + |OD|2 =1"+ (Zj =1+ 7 —3
8 64 64

Iz sli¢nosti trokuta AAFG i AADO slijedi |AF| : |AD| = |AG]| : |AO|, odno-

sno

1,

[AF[]40] _ 5 4
|G| - -2
|AD| 113 V113

64

Nadalje, iz sli¢nosti trokuta AAHF i AAGD slijedi |AH|:|AG| = |AF|:|AD|,
odnosno

4
|AH|=|AG|'|AF|=M'5_£

|AD| Jiz 113

8

Produljimo promjer AB preko tocaka A i B pa na pravcu AB oznacimo
tocke K i L tako da vrijedi |KA| = |AH| i |BL| = |OB|, vidi Sliku 2.
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. I ;
AL G o = 7 Slika 2.

Uocite na slici 2. duzinu KL . Njezina je duljina jednaka:
|[KL| = |KA| + |AO| + |OB| + |BL| = |AH| + |AO| + |OB| + |OB| =
16

1
ELRRS I
113 113
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Na pravcu KL ozna¢imo to¢ku M tako da je [LM| = 1 i konstruiramo polu-
kruznicu nad duzinom KM kao promjerom. Okomica tockom L na promjer
KM sije¢e konstruiranu polukruznicu u toc¢ki N, vidi Sliku 3. Tada je, prema
Euklidovu poucku®,

ILN[" =|KL|-|LM], 4.

ILN|= |KL|-|LM| x V- 1= .

|LN|~ 7

AL 6 O )5 ] Slika 3.
K KLl=x O L |tMl=1 M

Dakle, za r = 1, duljina stranice trazenog kvadrata trebala bi biti jednaka
a=~/m , a konstrukcijom smo dobili duzinu priblizno te duljine.

Konstrukcija Srinivase Ramanujana

Evo kako je problem kvadrature kruga rijesio poznati indijski matemati-
¢ar Ramanujan®.

*Procitajte clanak Euklid i kvadratne plocice u [atki broj 99
“Srinivasa Ramanujan (1887. - 1920.), indijski matematicar
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Neka je k dana kruznica sa srediStem u tocki O
i polumjerom |PO| = |OR| = r i neka je to¢cka H po-

Q
loviste duzine PO, a T tocka duzine OR takva da
1
je |TR| :gr. Tockom T konstruiramo okomicu na

~

R promjer, a presjek konstruirane okomice i gornje po-
lukruzZnice oznacimo Q, vidi Sliku 4.

[vlatka 25 (2016./2017.) br. 100

Slika 4. Nacrtamo tetivu RS takvu da je |RS| = |TQ|, a
zatim i duzinu SP . (Uocite: prema Talesovom po-
ucku, trokut APRS je pravokutan, s pravim kutom
u vrhu S.) Nozista okomica tockama T'i O na duzinu
N %S SP redom oznac¢imo N i M. Na donjoj polukruznici
konstruiramo to¢ku K tako da je |PK| = |PM]|, a zatim

N i tangentu t dane kruznice s dirali$tem P, vidi Sliku 5.

= |MN], a zatim nacrtamo duzine RL, RK i LK.
P Na duzini RK odredimo to¢ku C tako da je |RC| =
= |RH|, a onda to¢kom C konstruiramo paralelu s

PN H O 7R Na tangenti ¢ oznacimo tocku L tako da je |PL|=

Slika 5.

LK. Sjecite konstruirane paralele s duzinom RL je
tocka D. Dokazimo da je tada |RD| =r-\m duljina
stranice trazenoga kvadrata.
Dokaz: Prema konstrukciji (na temelju Euklidova poucka) Zaklju(:uje—
mo da je |TQ|=/|PT|-|TR|. Budu¢i da je |[PR| = 2r = d, onda je |TR|
|PT]| :d—%dzgd ITQ| = —d 6d —Q Prema konstrukciji je |RS| =
=|TQ| i |£PSR|=90°, pa na trokut APSR primjenjujemo Pitagorin poucak.
5d* _31d’
36 36
APOM, APTN i APRS, odakle slijedi da je |[PM| : |PO| = |PS| : |PR|, odnosno
V31d d
PS§|-|PO Y .
|pM|:| || |: 6 Zzﬁd’
|PR| d 12
d

_|PS]PT| 6 6” _5v31d

.Uocavamo sli¢nost trokuta

Dobivamo: |PS|2=|PR| |RS| =d* -

te |[PN| : |PT| = |PS| : |PR|, odakle je

|PN|= =
|PR| d 36
Dalje je | MN| =|PN|—|PM]| = 5\/761 \/gd = \/fzd.
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Primjenom Pitagorina poucka na pravokutne trokute APKR i APLR, uz
uvazavanje uvjeta zadatka (|PL| = [MN] i |PK| = |PM]|) te ranije dobivenih re-
zultata, dobivamo:
31d* 3354’
324 324

2
|RK|2=|PR|2—|PK|2=d2—ﬂ=ﬂ i [RL|" =|PR[ +|PL[ =d* +
144 144

Zbog sli¢nosti trokuta ARKL i RCD vrijedi |RK]| : |RL| = |RC| : |RD|, a
prema uvjetu zadatka je |RC| = |RH| = Zd . Uvr$tavanjem tih podataka dobi-

130 55503 3| 2a: o)

odakle slijedi 2 /113 3d pa je 4-|RD|‘i }11 =3d, odnosno
4. |RD| 2 V355
355
/ redmor
fll 113

Duzina RD, &ja je duljina jednaka |RD|=,| fi r, predstavlja stranicu

kvadrata koji ima povr§inu jednaku kao zadani krug: a* = |RD|2 _3»

[Wlatka 25 (2016./2017.) br. 100

_3d

vamo: |RK|:|RL|=

.r*. To,

y . .. 355 v .
zbog na pocetku spomenute aproksimacije’ 7 ~ TR znacdidaje a’ ~m-r’.
Zar=1je a* ~m, tj. ax~/m.

Naravno, kada bi za zadani r bilo moguce konstruirati kvadrat povrsine

r’z , onda bi bilo moguce konstruirati i duzinu ¢ija je duljina jednaka opsegu
2

. . v 2 . 2a
danog kruga. Zaista, iz r’z = a* nakon mnozenja s = dobivamo 2rz ==—. To
r r

znaci da je 2rz Cetvrta proporcionala® za 2a,air.
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"Dakle, i Ramanujan je koristio istu aproksimaciju broja 7z
80 konstrukciji ¢etvrte (geometrijske) proporcionale za zadane tri veli¢ine moZete procitati u ¢lanku Ivana
Stedula Algebarska metoda rjesavanja konstruktivnih zadaca (dostupan na http://e.math.hr/stedul/index.html).
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