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Poucak 70

Obujam piramida i stozaca

VLADIMIR CEPULIC!, MARIJANA GREBLICKI?

1. Obujam ¢etverostrane pravilne piramide
Podsjetimo se o kakvom se geometrijskom tijelu ovdje radi.

Neka je (ABCD) cetvorina (kvadrat) u ravnini IT s duljinom stranice jednakom
a= d(A,B) = d(B,C) = d(C,D) = d(D,A) i Vtocka izvan IT, kojoj je noziste okomice
na ravninu IT srediste S ¢etvorine (ABCD). Skup svih toc¢aka na spojnicama tocaka
cetvorine (ABCD) s tockom V zajedno s (ABCD) tvori geometrijski lik koji zovemo
Cetverostranom pravilnom piramidom. Oznac¢imo ju s (ABCDV). Pri tome se Cetvo-
rina (ABCD) zove osnovka (baza) piramide, trokuti AABV, ABCV, ACDV i ADAV
strane ili pobocke, a to¢ka V vrh piramide. Duljina duzine SV, $to je ujedno udalje-
nost tocke V od ravnine IT, zove se visina piramide i oznacuje s v =d(S,V). (Slika 1.)

Slika 1.

U skoli smo ucili da je obujam V takve piramide jednak

y=4r (1)

dakle jednak je tre¢ini obujma kvadra s jednakom osnovkom i jednakom visinom
kao piramida.

Nisu nam, medutim, rekli zasto je to tako. Istina je, to se moze lako pokazati
pomocu integralnoga racuna koji smo uglavnom u¢ili na razlic¢itim studijima. No zar
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je moguce da se takva temeljna Cinjenica ne da dokazati bez toga velebnog znanja,
iznasasc¢a Leibniza i Newtona u 17. stolje¢u? Sigurno da moze i da je ta ¢injenica ve¢
dugo znana i na razli¢ite nacine dokazivana.

Pitali smo o tome viSe kolega matematicara, ali nitko od njih nije znao za neki
drugi dokaz. Poceli smo o tome razmisljati i nakon nekog se vremena razveselili na-
$avsi jedan put do rjeSenja. Matematiku dozivljavamo kao jednu krasnu zemlju, ra-
znolikih krajolika, tek malim dijelom istrazenu. Pristup pojedinoj njezinoj ¢injenici,
koja se mozda izdaleka tek nazire, ostvaruje se dokazivanjem. Kao $to se zemljopi-
snim objektima moze pristupiti s razlicitih strana, razli¢itim putevima, tako se cesto
i matematicke ¢injenice mogu dokazivati na razli¢ite nacine. Ali rezultat je uvijek
isti — one su istinite. Matematicko razmisljanje velik je dar ¢ovjeku da se moze diviti
ljepoti matematickih istina i snalaziti se u svijetu koji mu je dom.

Evo, dakle, puta koji smo uocili.

Produljimo bridove VA, VB, VCi VD preko to¢aka A, B, C, D na dvostruku ve-
li¢inu. (Slika 2.)

Slika 2.

i vecu piramidu (A;B,C;D,V) kojoj su elementi
u sve tri dimenzije dvostruko veci od onih u po-
laznoj piramidi (ABCDV). Takvom dilatacijom
(«prosirbom”) svaki element obujma povecava se
2-2-2 =38 puta (Slika 3.)

Stoga je i obujam (volumen) Viamcoy) Vece

piramide 8 puta veci od obujma V, polazne

(ABCDV)
piramide, tj.
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v

(A1B1C1D1V)

=8 V(ABCDV) > (2)

ili krace, uz odgovarajucu preinaku oznaka V u V iizostavljanje oznaka to¢aka:
V=81, 2)

Sada ¢emo vecu piramidu razdijeliti na dijelove, $to ¢e nam omoguciti da izracu-
namo trazeni obujam (Slika 2. i Slika 4.).

Neka su (ortogonalne) projekcije to¢aka A, B, C, D na ravninu IT, = (A1B:CiDy)
tocke A', B, C’, D' pripadice. Dobili smo kvadar (A'B'‘C'D’ABCD). Ravnine kroz oko-
mite strane toga kvadra (ABA'B’), (BCB'C’), (CDC'D’) i (DAD'A’) sijeku stranice A,B;,
B:Ci, CiDy, D1A; u tockama A, i Bs, B, 1 Cs, C; i D5, te D, i A; pripadice. Oznac¢imo
jo$ polovista stranica AB, BC, CDi DA poredus E, F, G i H, a sredite cetvorine (A;B;-
C1D»), koje je projekcija sredista S, oznakom S, (Slika 2.).

Na temelju ove konstrukcije i s razloga simetrije, vidimo da je:

=d(B',B2) = d(B',B2) =d(C',C2) =d(C',C2) =d (D', D2) =d(D",D3) = ®

Iz sl. 2. vidimo da se cijela veca piramida (A;B:C;D,V) razlaze u ovakve dijelove

(Slika 4.):
A
1) polaznu piramidu (ABCDV)

2) kvadar (A'B'C'D’ABCD) osnovke plostine a? visine vi obujma V, , = a’v.
3) Cetiri trokutne prizme: (A,B;A'B’AB), (B,CsB'C'BC), (C,DsC'D'CD), (D,A3D'A'DA)

|

a
2 Slika 4.

s pravokutnim trokutnim osnovkama, katetama duljina g— A'A,BB,CC,DD,
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iv- AA, BB, CIC, DD, Sirinama duljine a-— Ang,, BzCz,, C2D3, D2A3 , te Obujama

la a’v
\74 =| ——vy |la=
PRIZ (2 2 ] 4

4) Cetiri jednake manje piramide (A;A,A'A;A), (BiB,BB;B), (C,C,C'C5C) i
(D1D,D'Ds;D)  koje su sukladne cetirima piramidama: (AESHV), (BFSEV),
(CGSFV) i (DHSGV) koje tvore polaznu piramidu (ABCDV), svaka obujma V, ,
pricemuje [V =4-V

PIR *

Sada mozemo prije¢i na izraun obujma V polazne piramide. Iz (2) i opisane
razlozbe vece piramide na dijelove imamo da je:

a’v .
V=8V=V,+4-V,,, +4-V, +V=a’v+4. ; P+, 4.
8-V =2-a>v+2-1, dakle
6V =2-a’v, aodavde slijedi
2
p_ay 3)

3
tj. formula za obujam piramide.

2. Obujam opé¢enite piramide kojoj je osnovka ¢etvorina

Neka je (ABCDV) opcenita Cetverostrana piramida kojoj je osnovka cetvorina
(ABCD) stranice duljine a u ravnini IT, a vrh bilo koja toc¢ka V izvan ravnine IT, kojoj
je udaljenost od te ravnine, tj. od njezine ortogonalne projekcije S'na ravninu, jedna-
ka v. Tada se v zove visina te piramide. (Slika 5.)

Neka je IT_ravnina usporedna s ravninom IT i od nje udaljena za x, pri cemu je
x realan broj iz intervala (0, v). (Slika 6.)

Slika 5. Slika 6.

Tada presjek piramide (ABCDV) s ravninom II_ima plodtinu B, koja se spram
plostine a osnovke piramide (ABCDV) odnosi kao i kvadrati pripadnih visina, tj.

B :a’= (v-x)":v>. (4)
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Naime, to se jednostavno pokazuje primjenom Talesovog poucka o proporcio-
nalnosti u pramenu pravaca koji nam kaze: ako se dva pravca p; i p, sijeku u tocki V
i ako su oni presjeceni usporednim pravcima q; i g, pri cemu je p1 N g1 = A, p1 N g2
=A’, p»N g1 = B, p» N q» = B, onda vrijedi (Slika 7.)

VA| ~ |VB| ~ |AB|

(5)

\VA| |vB| |A'B|"

Slika 7.

Primijenimo navedeni poucak na piramidu (ABCDV) i piramidu (A B C D V)
koju dobivamo presjekom piramide (ABCDV) ravninom IT .
Odaberemo bilo koji od bridova YV, Y € {A, B, C, D} piramide (ABCDV) i visinu
S'V. Na taj nacin dobivamo trokut (VYS') i presjecni trokut (VY S ) dobiven presje-
kom (VYS§’) ravninom IT.. (Slika 7.18.)
14

v-X

Y S Slika 8.

Buduci da su stranice YS"i Y S_usporedne, prema Talesovom poucku (v. (5))
vrijedi
VY _[VS] _v-

] X, pridemuje Y € {4, B, C, D},
14

odakle je

|VAX|_|VBx|_|VCx|_|VDx|_v_x
VAl ~|vB| vc| |vD] v

Sada prema Talesovom poucku za pobocke (VAB), (VBC), (VCD), (VDA) pre-
sjecene ravninom I1_(Slika 6.) vrijedi da je
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A B, _|VAx
|AB| B VA

vV—X

v

i analogno za BC,CD,DA_

|BxCx|_|CxDx|_|DxAx|_V—x
BC|  |cp|  |pA] v

>

Iz |AB| = |BC| = |CD| = |DA| = a slijedi da su stranice

V—X

>

|A.B|=|B.C.|=|C.D,|=|D.A,|=a-
\4

te je (A B.C D) romb, a budu¢i da su A B || AB, CD_|| CD i AB||CD, onda je i
A B_||C D, pa je taj romb cetvorina.

Plostina presjeka (A B C D,) piramide (ABCDV) ravninom II je, dakle,

2
Bx :P(A.erCxDx) = (AxBx)2 —a’ (V;x} ’ (*)

te ovisi samo o stranici @ osnovke, visini v i udaljenosti x presje¢ne ravnine I _od rav-
nine osnovke II, pa je jednaka za sve takve piramide jednakih cetvrtastih osnovaka
i jednakih visina.

Sada primijenimo Cavalierievo nacelo koje kaze: ako dva tijela sije¢emo sku-
pom svih usporednih ravnina, te ako su plostine obaju presjeka za svaku od tih rav-
nina medusobno jednake, onda su jednaki i obujmi tih dvaju tijela. Dakle su poradi
(*) obujmi svih piramida cetvrtaste osnovke stranice a i visine v medusobno jednaki,
dakle i jednaki obujmu takve uspravne pravilne ¢etverostrane piramide koja je i sama
jedna od njih. Stoga je obujam bilo koje od tih piramide po (3) uvijek jednak

2
p=22. (6)
3

3. Obujam opcéenitog stosca

Neka je dana jednostavna zatvorena krivulja G u ravnini I, koja sebe ne presi-
jeca i omeduje zatvoreno podrudje, i neka je tocka V bilo koja tocka izvan ravnine IT
na udaljenosti v od te ravnine (tj. od njezine ortogonalne projekcije na ravninu II).
Skup svih toc¢aka na pravcima kroz sve tocke krivulje G i kroz tocku V ¢ine plast ge-
ometrijskog tijela koji zajedno s dijelom ravnine IT omedenim krivuljom G, i tockom
V nazivamo opceniti stozac i oznacujemo s ('G,V). Sukladno tome obujam opcenitog
stosca oznacujemo VST. Svaki pravac kroz bilo koju to¢ku T krivulje G i to¢ku V
naziva se izvodnica sto$ca. Podrugje .5 omedeno krivuljom G plostine B naziva se
osnovka, dok se v naziva visina opcenitog stosca. (Slika 9.)
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Slika 9.

Sada osnovku podijelimo na n, n € N, ¢etvorina plostine AB,, k=1, ..., n pri-
padice. Spajajuci svaku cetvorinu s vrhom V na prije opisani nacin konstruiramo
Cetverostrane piramide s osnovkama plostina A B, i visinama v pripadnih obujama
(prema (6))

V. :M, zak=1, .., n. (7)
3

Zbrajanjem svih dobivenih obujama piramida V/ i profinjenjem podjele osnovke
na nacin podjele na .sve vise” Cetvorina koje sve potpunije pokrivaju podrudje .5, tj.
u konacnici djelovanjem limesa kada n teZi u +o, dobivamo da je obujam opcenitog
stosca VST jednak

n n AB
Vy =lim YV, =lim ) ==
n—0 =1 n—>0 =1

i [limZABkjl:@- (8)
3 (ol 303

Dakle, i za opceniti stozac vrijedi analogna formula

B
p="", )
3
tj. obujam sto$ca jednak je tre¢ini umnoska plostine njegove osnovke i njegove vi-

sine.

Ovo vrijedi za sve sto$ce, ukljuc¢ujuci i poseban slucaj piramida svih osnovaka -
one su samo poseban slucaj opcenitog stosca.

Navedimo, kao primjenu, jo$ nekoliko primjera:
Primjer 1. Trostrana piramida s osnovkom istostrani¢nim trokutom,

D _azx/gv _ a*J3v

4.3 12
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A

a

Slika 10.

Primjer 2. Kruzni stozac, I/ = rav

Slika 11.

a’~[3v _ a*3v

4-3 2

Primjer 3. Sesterostrana piramida, | = 6

Slika 12.
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