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IZ NASTAVNE PRAKSE

Primjena metoda aktivhog
uc¢enja u poucavanju funkcija vise
varijabli na tehnickom fakultetu®

LANA HORVAT DMITROVIE? T ANA ZGALJI¢ KEKO?

Kljucne rijeci: aktivho ucenje, interaktivno predavanje, kviz pitalice, testovi
koncepata, funkcije vise varijabli

Uvod i motivacija

Utjecaj matematike kao temeljnog kolegija na tehnickim fakultetima sve vise raste.
Iz ¢injenice da je primijenjena matematika sadrzana u mnogim stru¢nim kolegijima
slijedi da su najvazniji ishodi ucenja matematickih kolegija sposobnost matematic¢kog
modeliranja i vjestina rje$avanja problema odnosno primjena matemati¢ckog znanja na
nove probleme i situacije u praksi. Zato je iznimno vazno da studenti u potpunosti svla-
daju temeljna matematicka znanja koja ¢e potom razvijati i primjenjivati u svojoj struci.

Nakon dugogodisnje prakse primijetili smo da studenti matematickih kolegija
imaju velike probleme s dubinskim razumijevanjem koncepata i primjenom naucenog
na nove probleme. Takoder su vidljive velike razlike u motiviranosti studenata za studi-
ranje te razlike u predznanju i sposobnosti za samostalno ucenje koja se od njih ocekuje
na studiju. Naime, u danasnje se vrijeme pokazuje da je velik broj studenata izrazito
nemotiviran, dok je motivacija nekih studenata usmjerena samo na .prolaz” a ne na
zelju za usvajanjem novih znanja. To nas je potaknulo na razmisljanje na koji nac¢in mi
kao nastavnici mozemo studentima pomod¢i u svladavanju navedenih problema te kako
poticati njihovu unutra$nju motiviranost za znanjem. Jasno je da pristup poucavanju
nastavnika i materijali za ucenje igraju veliku ulogu u cijelom procesu.

U tradicionalnim metodama poucavanja naglasak je stavljen na izlaganje gradiva, a
studenti na predavanju naj¢es¢e imaju ulogu promatraca. Pored toga, studente se potice
na rjeSavanje velike koli¢ine zadataka kako bi time pokazali da su shvatili novo gradi-
vo. Ono $to moze biti rezultat ovakvog pristupa je da se proces svladavanja odredenog
matematickog kolegija svodi na pamcenje teorije i recepata” prema kojima se rjesavaju
zadatci. Ukoliko je i nacin ispitivanja okrenut u tom smjeru, moguce je da nastavnik ste-
kne potpuno pogresan dojam o studentima, misle¢i da su dobro savladali gradivo iako
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su pokazali samo pamcenje temeljnih pojmova bez stvarnog razumijevanja. Takoder,
nauceni «recepti” tesko su primjenjivi u stvarnim problemima. Smatramo da studentima
treba poslati jasnu poruku o vaznosti razumijevanja novonaucenih pojmova i koncepata.

Istrazivanja pokazuju da metode aktivnog ucenja povecavaju studentsko razumije-
vanje i rezultate u podrucju znanosti, inZenjerstva i matematike. Vidi S. Freeman i ostali
(2014.). Danas postoje razli¢ite metode aktivnog ucenja koje mogu pomoc¢i studentima u
dubinskom ucenju, $to je jedini nacin za postizanje razumijevanja koncepata, razvoja krea-
tivnog i kritickog razmisljanja te primjene znanja na nove probleme i situacije. Jedan od naj-
vaznijih izazova prilikom izbora adekvatne metode poucavanja koja potice aktivno ucenje i
odredivanje nac¢ina ukljucivanja u predavanja iz matematickih kolegija na nizim godinama
tehnickog fakulteta je suocavanje s velikom koli¢inom gradiva i znacajnom veli¢cinom grupa
od 80 - 120 studenata. U ovom ¢emo ¢lanku predstaviti neke od metoda koje smatramo da
su primjenjive na rad s velikim grupama te smo ih kao takve isprobali i u praksi.

Proucavanjem istrazivanja o tehnikama poucavanja koje poti¢u aktivno ucenje u
visokoskolskoj nastavi dosli smo do zakljucka da se metoda suradnickog ucenja (engl.
Peer instruction) koju je prvi uveo profesor E. Mazur s Harvarda najjednostavnije moze
primijeniti u sklopu predavanja s velikim grupama studenata. Ideja je da prije samog
predavanja studenti ¢itaju unaprijed pripremljeni materijal o gradivu koje ¢e se obradi-
vati kako bi se na samom predavanju nastavnik mogao vise fokusirati na razumijevanje
koncepata pomocu ciljanih kviz pitalica popracenih suradni¢kim uéenjem. Istrazivanja
pokazuju da ova metoda poboljsava kvalitetu predavanja i studentske rezultate iz kole-
gija matematicke analize na fakultetu. Vidi ¢lanak od R.L. Miller, E. Santana-Vega, M.S.
Terrell PhD (2006.). Naravno, navedenu metodu trebalo je prilagoditi nasim uvjetima
na nastavi te smo za pocetak poceli s primjenom ciljanih kviz pitalica u sklopu predava-
nja i izvan njih. Odlu¢ili smo se za kori$tenje pitanja kao glavnog sredstva za poticanje
dubinskog pristupa ucenju i razvoju kritickog misljenja.

Konkretno, u sklopu visokoskolskih kolegija koji sadrze lekcije iz funkcija vise
varijabli studenti moraju svladati velik broj novih koncepata kako bi uspjesno naucili
gradivo. U ovom ¢emo radu pokazati jedan od nagina kako im pomodéi u tome. Zelimo
pokazati da ubacivanjem ciljanih pitanja s videstrukim odgovorima, s ciljem motivira-
nja i aktivnog uklju¢ivanja studenata u proces poucavanja, mozemo poboljsati njiho-
vo razumijevanje te razviti kriticko misljenje. Pitanja su koncipirana tako da potaknu
prisje¢anje poznatih znanja, pomognu shvac¢anju koncepata te testiraju razumijevanje
naucenog. Na predavanju prezentiramo pitanja, studenti odgovaraju dizanjem ruke ili
koristenjem online sustava, te medusobno diskutiraju. Dakle, studenti se bave koncep-
tima kroz odgovaranje na pitanja i diskusiju s kolegama i nastavnikom. Takoder smo u
sklopu sustava za e-ucenje sastavljali kviz pitalice s gradivom svakog tjedna, koje sluze
za naknadnu samoprovjeru razumijevanja naucenog.

1. Metode aktivhog ucenja u visokoskolskoj nastavi

U zadnjih nekoliko desetljeca doslo je do povecanog istrazivanja u podrucju ucenja
i poucavanja u visokom obrazovanju jer se uocilo da studenti nakon zavrsetka studija
nemaju kvalitete koje od njih trazi poslodavac, kao §to su vjestine na brzu prilagodbu,
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primjenu znanja u novim situacijama te kriticki i kreativni pristup rjesavanju problema.
Kao posljedica tih istrazivanja doslo je do razvoja novih pristupa ucenju poput pro-
blemski utemeljenog ucenja ili aktivnog ucenja. U skladu s tim zapocelo se s proucava-
njem modernih metoda puocavanja i njihove povezanosti s pristupima ucenju.

Dva op¢a pristupa ucenju su povrsinski i dubinski pristup ucenju. Povrsinski
pristup ima za svrhu rjesavanje zadataka, pamcenje Sablona za rjesavanje, mehanic-
ko povezivanje pojmova, a sve sa svrthom polaganja ispita. Rezultat je nesposobnost
donosenja samostalnih zakljucaka i primjena naucenog na nove probleme. U fokusu
dubinskog ucenja je razumijevanje koncepata i problema kroz povezivanje novih i sta-
rih znanja, povezivanja razli¢itih podrucja, povezivanje teorije i prakse, te organizacija
sadrzaja u smislenu cjelinu. Kao rezultat, ucenje se dozivljava kao unutrasnja potreba
za trazenjem smisla. Istrazivanja su pokazala da je dubinski pristup ucenju uvjetovan
metodama poucavanja i utvrdivanja znanja koje poticu aktivan odnos prema gradivu
poticajnim i promisljenim poucavanjem, jasno izrazenim ocekivanjima u vezi s ispiti-
vanjem, mogucnos$cu uvjezbavanja i primjene naucenog u razli¢itim kontekstima.

Sada ¢emo razmotriti kako odredene metode poucavanja utjecu na pristup ucenju. Po-
ucavanjem smatramo aktivnosti nastavnika usmjerene prema poticanju studenata na uce-
nje koje ¢e rezultirati razumijevanjem i sposobnos¢u primjene naucenog. Dakle, osnovna
uloga nastavnika je pomo¢i studentima da nauce. Postoje dva osnovna modela poucavanja,
a to su poucavanje usmjereno na prijenos informacija i poucavanje usmjereno na studenta.

Prvi model poucavanja zastupljen je u klasicnom predavanju ¢iji je cilj prezentacija
gradiva i jednosmjerni prijenos znanja s nastavnika na studenta. Pokazalo se da takav
model nastave utjece na studenta na nacin da na kraju studija osoba ima puno znanja i
rutinski obavlja poznate zadatke, ali se tesko prilagodava promjenama u radnoj situaciji
i nema sposobnost kreativnog rjesavanja problema.

S druge strane, pouc¢avanje usmjereno na studenta usmjereno je na razumijevanje
gradiva odnosno na prepoznavanje i uklanjanje prepreka za studentovo razumijevanje
gradiva. U sklopu tog pristupa nastavnik kod studenta potice sposobnost strukturiranja
gradiva i povezivanje s drugim podrudjima te razmisljanje o dubljem znacenju i svrsi
gradiva. Kao rezultat ovog nacina poucavanja, student je osposobljen za cjelozivotno uce-
nje — sposoban je za formuliranje i rjeSavanje problema, sklon je kritickom i kreativnom
razmisljanju, spreman na kontinuirano usavr$avanje i razvoj svoje profesionalne uloge.
Poucavanje usmjereno na studenta primjenjuje se u nastavi kroz niz nastavnih metoda i
tehnika koje dovode do aktivnog ucenja, a ¢cime se potice dubinsko razumijevanje gradiva.

Pojam aktivnog ucenja razvijen je u sklopu teorije konstruktivizma koja se zasniva
na ¢injenici da je najvazniji ¢initelj koji djeluje na ucenje ono $to ucenik ve¢ zna (vidi
Vizek-Vidovi¢, Benge Kletzien, Cota Bekavac, 2005.). Aktivno ucenje podrazumijeva
samostalnost i samoregulaciju u ucenju, razvoj sposobnosti za prepoznavanje bitnog,
analizu i usporedbu informacija, njihovo povezivanje s postoje¢im znanjima te kriticku
prosudbu njihovog znacenja. Aktivno ucenje omogucava studentima da smisleno pri-
¢aju i slusaju, citaju i pisu, te da razmisljaju o sadrzaju, idejama i temama nastavne cjeli-
ne. Nastavnik treba iskoristiti principe aktivhog ucenja kako bi razvio aktivnosti za stu-
dente koje ¢e najbolje reflektirati njegov stil poucavanja i materijala, na¢in razmisljanja
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i pristupe nuzne za razumijevanje teme. Jedan od glavnih uc¢inaka aktivnog ucenja je da
studenti duze zadrze steeno znanje te da mogu primijeniti nauceno u $irem kontekstu.

Istrazivanja pokazuju da aktivno ucenje poboljSava studentski u¢inak u kolegijima iz
STEM podrudja (znanost, tehnologija, inzenjerstvo i matematika). Naime, rezultati poka-
zuju da aktivnim ucenjem manje studenata odustane ili ne polozi kolegij, a oni koji poloze,
pokazuju bolje rezultate iz konceptualnog razumijevanja i rje$avanja standardnih ispita. Ak-
tivno ucenje pokazalo se djelotvornim na grupama svih velicina, ali su najdjelotvorniji na
grupama od najvise 50 studenata. Detaljnije pogledajte u clanku S. Freeman i ostali (2014.).

Tijekom zadnja dva desetljeca razvio se velik broj razli¢itih metoda od kojih su
neke primjerenije prirodnim, neke drustvenim znanostima; neke su za manje, neke za
vece grupe; neke su za osnovnu i srednju skolu, neke za fakultete, a neke koriste mo-
dernu tehnologiju. Dakle, neke od modernih tehnika puocavanja koje potic¢u aktivno
ucenje su: preokrenuta uc¢ionica, tok misli, suradnicko ucenje, igranje uloga, simulacije,
ucenje rjeSevanja problema, studije slucaja, diskusije, kvizovi s pitanjima, vizualni i in-
teraktivni materijali i dr.

2. Interaktivna predavanja

Kao najstariji i najrasireniji oblik nastave u visokom obrazovanju, predavanje se
smatra bitnom komponentom svakog kolegija. Niz spoznaja utemeljenih na istraziva-
njima o djelotvornosti predavanja kao oblika nastave dovela su do suvremenog pristupa
predavanju. Kao posljedica, u visokoskolskoj nastavi ¢esto se koristi metoda interaktiv-
nog predavanja. Naime, metoda izravnog predavanja koja je dominirala u tradicional-
noj nastavi usmjerenoj na prijenos informacija kombinira se s metodama suradnickog
ucenja, grupne rasprave, problemske nastave i individualnim istrazivanjem ili grupnim
projektima. Interaktivna predavanja podrazumijevaju visok stupanj interakcije izmedu
predavaca i studenata, te izmedu studenata i materijala koji se predaje. Zbog nedostatka
vremena i slabe motiviranosti studenata sve je teze pronaci vrijeme na satu u kojem stu-
denti kriticki razmisljaju i aktivno uce, informacije koje primaju dubinski obraduju te
samostalno razvijaju kriticki odnos prema materijalu. Istrazivanja su takoder pokazala
da se materijal prezentiran u sredini predavanja pamti slabije od onog prezentiranog na
pocetku ili kraju, pa se interaktivna predavanja koncipiraju tako da se svakih 10 - 15
minuta pred studenta stavljaju novi zahtjevi, da se predavanje podijeli u dijelove koji
zapocinju novim konceptima ili metodama kako bi se osigurala paznja studenata.

Aktivno sudjelovanje studenata tijekom predavanja treba mijenjati oblike, npr. po-
stavljanjem pitanja koje student najprije obradi sam, a potom usporeduje svoj odgovor s
drugim studentima; traZzenjem da studenti predvidaju moguce rezultate problema; zahti-
jevanjem da studenti smisle primjere za pojavu o kojoj je rije¢ i sl. Smatra se da predavac
treba preoblikovati nastavni materijal tako da se uklapa u razinu studentova razumije-
vanja. Takoder, utvrdena je i klju¢na uloga vodenja biljezaka studenata tijekom preda-
vanja: kvalitetne biljeske zahtijevaju obradu primljenih informacija, pomazu pamdenju,
odrzavaju paznju studenta i nude mu dobar temelj za kasnije utvrdivanje i ponavljanje.

Kao primjer interaktivnog predavanja ovdje ¢emo opisati pristup zasnovan na me-
todi suradnickog ucenja (engl. Peer instruction). Za detalje o ovoj metodi upuc¢ujemo na
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literaturu Mazura (1997.). Ova metoda stavlja tradicionalan nacin izvodenja nastave
pred plo¢om u drugi plan. Prije svakog predavanja pripremaju se nastavni materijali koje
studenti moraju procitati kako bi mogli aktivnije sudjelovati na nastavi. Na samom pre-
davanju predavac se kratko osvrne na materijale koje su studenti trebali procitati, nagla-
$ava potencijalne probleme, produbljuje razumijevanje, gradi studentima samopouzdanje
i prezentira dodatne primjere. Glavni cilj metode je kroz predavanja razviti interakciju
medu studentima i fokusirati studentsku paznju na osnovne koncepte. Umjesto da se gra-
divo prezentira detaljno kao $to je to u tradicionalnom nacinu predavanja, predavanje se
sastoji od puno kratkih prezentacija, od kojih je svaka popracena testovima koncepata
odnosno ciljanim pitanjima s viSestrukim odabirom o konceptima koji se uce. Takva bi
pitanja trebala biti fokusirana na jedan koncept, imati adekvatne ponudene odgovore, ne
bi trebala biti prelagana niti preteska te bi trebala biti nedvosmisleno formulirana.

Prilikom provodenja testova koncepata, nakon jasno postavljenog pitanja, studenti-
ma se najprije daje vrijeme da se odluce za odgovor. Nastavnik dobiva informaciju o od-
govorima studenata elektronski ili tako da studenti podizu ruke. Nakon toga studenti ra-
spravljaju o moguc¢im odgovorima sa studentima oko sebe te potom ponovno odgovaraju
na isto pitanje. Citav proces provodenja ovakvih testova moze se vidjeti u sliedecoj tablici.

Vrijeme provedbe

Postavljanje i objasnjenje pitanja 1 min

Razmisljanje o odgovoru 1 min

Studenti odgovaraju na pitanja

Rasprava s kolegama o to¢nom odgovoru 1 -2 min

Studenti odgovaraju na pitanje

SAN ANl ol R e

Predavacevo obja$njenje odgovora 2 min

Ovakav proces studente tjera da razmisle o argumentima koji su navedeni u pita-
njima, te im omogucava nacin da shvate odgovor uz pomo¢ svojih suradnika odnosno
kolega u predavaonici. Takoder, predavac na licu mjesta dobiva povratnu informaciju
o tome koliko ga je publika razumjela. Ako vecina studenata daje to¢an odgovor na
pitanje, predavanje se nastavlja. Ako je razina to¢nih odgovora mala, predava¢ uspori
i detaljnije objasni koncepte u zadanom pitanju, $to svakako pridonosi razvoju komu-
nikacije izmedu nastavnika i studenata, te gradi samopouzdanje studentima. Ovakva
pitanja fokusiraju studentsku paznju na bitno i razbijaju monotoniju pasivnog predava-
nja. Nadalje, pokazuje se da su studenti bolji u objagnjavanju koncepata jedni drugima
nego njihovi nastavnici. Jedno od objasnjenja zasto je to tako je: student koji je razu-
mio koncept kada je pitanje postavljeno tek je nedavno ovladao idejom i jo$ uvijek je
svjestan poteskoca u svladavanju navedenog koncepta. Potrebno je naglasiti da ciljana
pitanja uzimaju oko jednu tre¢inu svakog predavanja, ¢ime je ostavljeno manje vreme-
na za klasi¢no predavanje. U tom se slucaju na predavanju moze diskutirati samo dio
materijala koji spada u gradivo odredenog kolegija, smanjiti broj tema koje se obraduju
u semestru ili dati studentima da vise sami Citaju. Time se uloga predavaca mijenja,
odnosno on na neki nacin preuzima ulogu mentora.
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Vjerojatno nije iznenadujuce da bolje razumijevanje koncepata daje bolje rezultate
u rjesavanju klasi¢nih zadataka. Istrazivanja pokazuju (vidi Mazur (1997.), Miller, San-
tana-Vega,Terrell (2006.) da studenti poucavani na ovaj na¢in postizu bolje rezultate u
rjeSavanju klasi¢nih zadataka u usporedbi sa studentima koji su pouc¢avani na tradici-
onalan nacin.

Metodu koju smo opisali djelomi¢no smo primijenili i u vlastitom radu, najvise
koristenjem kratkih ciljanih pitanja, o ¢emu ¢e biti govora u sljede¢im poglavljima.

3. Model interaktivne nastave primijenjen na nekoliko
cjelina iz funkcija vise varijabli

Prilikom osmisljavanja kako primijeniti metode interaktivne nastave na matema-
ticke kolegije prve godine na fakultetu, suocili smo se s nekoliko problema. Jedan od
najvaznijih izazova je suocavanje s velikom koli¢cinom gradiva i znacajnom veli¢inom
grupa od 80 - 120 studenata. Pored toga, na velikim kolegijima pitanje je i velikog broja
studenata te nastavnika i asistenata koje sve treba aktivno ukljuciti u proces.

Kao rezultat tih ogranicavajucih faktora, za pocetak smo ove akademske godine
krenuli s upotrebom ciljanih pitanja kao alata za interakciju sa studentima na predava-
njima i kviz pitalicama u sustavu e-ucenja koja sluze za naknadnu samoprovjeru. Inte-
raktivna predavanja realizirali smo pomocu prezentacija u koje smo ukljucili navedena
pitanja. Takoder, sav je materijal prezentiran u sklopu sustava za e-ucenje (Moodle). Na
nekim smo predavanjima uveli odgovaranje studenata putem online sustava koji sluzi
upravo za tu svrhu (www.auress.org; sustav prezentiran je u radu M. Jagar, J. Petrovic,
P. Pale (2012.)), $to se studentima jako svidjelo jer su mogli odgovarati putem mobilnih
telefona te smo odmah prezentirali i komentirali rezultate glasovanja. Takoder smo kod
nekih zahtjevnijih pitanja poticali diskusiju i suradni¢ko uc¢enje medu studentima. No,
veli¢ina grupa i vremenska komponenta znacajno su ometale realizaciju suradnickog
ucenja u vecoj mjeri.

Jedan dio pitanja u sklopu predavanja imao je za cilj prisjecanje na poznato gradivo
kao uvod u novu temu i sadrzaj te motivaciju novog. Drugi dio pitanja koje zovemo te-
stovi koncepata sluze za provjeru razumijevanja koncepata i pojmova iz netom izlozenog
gradiva te njihovo povezivanje i primjenu. Kvizovi za samostalnu provjeru sadrze dije-
lom racunska pitanja, dijelom pametna pitanja koja ispituju razumijevanje naucenog, a
dijelom pitanja iz primjene nauc¢enog. Naravno, zastupljena su pitanja razlicitih tezina s
obzirom na nivo matematickog promisljanja koji su studenti upotrijebili te su pokrivala
osnovna tri nivoa misaonih operacija: evokaciju, razumijevanje i primjenjivanje.

3.1 Opis karakteristika i tipova pitanja

Prilikom sastavljanja pitanja vazno je imati na umu da ona moraju imati barem
neke od sljedecih karakteristika kako bi pozivala studente na diskusiju o matematici
koju uce, te izazivala dublju diskusiju o osnovnim konceptima i idejama:

o stimuliraju motivaciju i znatiZelju studenata
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o pomazu studentima i nastavniku da razrijese najées¢e nejasnoce izablude

o pomazu studentima da nadgledaju svoje razumijevanje

» omogucavaju studentima Ceste prilike za dono$enje zakljucaka i diskusiju o njihovoj
istinitosti

o iskoristavaju prijasnje znanje i nacine razmisljanja u smislu poveznice s novim gra-
divom

« omogucavaju nastavnicima alat za cestu sluzbenu procjenu o tome $to su studenti
naucili

 podrzavaju trud nastavnika da gaji okolinu aktivnog ucenja

Takoder, pitanja mozemo podijeliti po odredenim tipovima vezano uz njihov cilj,
zbog ¢ega ih Cesto i zovemo ciljana pitanja. Koristili smo sljedece tipove pitanja: pitanja
motivacije i evokacije, pitanja vizualizacije, pitanja motivacije i primjene teorema, te
pitanja analogije i usporedbe pojmova. Neke smo tipove preuzeli iz M.D. Schlatter PhD
(2002.).

Opisi tipova pitanja

1. Testovi vizualizacije pomazu studentima da brze nauce razmisljati trodimenzionalno,
odnosno da bolje razumiju pojmove kroz njihovu geometrijsku interpretaciju. To je
posebno vazno kod analiticke geometrije, ploha u prostoru i funkcija dviju varijabli.

2. Usporedba - usporedivanjem pojmova funkcije jedne varijable s pojmovima za
funkcije vise varijabli (npr. limes i diferencijabilnost)

3. Evokacija - prisjecanje na dosadasnje znanje kako bi se novo znanje povezalo s pri-
ja$nim na ispravan i pravovremen nacin (npr. znanje iz vektora i analitike u ravnini,
funkcija jedne varijable)

4. Analogija - povezivanje analognih pojmova iz razli¢itih podrucja (npr. Lagrangeov
teorem srednje vrijednosti za funkcije u jednoj i vise varijabla)

5. Motivacija
a. motivacija pojmova i gradiva kroz primjene u praksi (vektori, parcijalna derivacija)

b. motivacija definicija ili teorema - koristimo pitanja za pripremanje studenata za
novo gradivo (npr. parcijalna derivacija kao uvod u usmjerenu derivaciju)

6. Primjena teorema — razumijevanje pretpostavki i tvrdnji teorema kroz primjene te-
orema u praksi (Taylorov teorem, Teorem o implicitnom deriviranju, Sylvesterov

kriterij)

3.2. Pitanja za poticanje interakcije na predavanjima

Pitanja na nastavi uklopili smo u nekoliko cjelina: analiticka geometrija u prostoru,
i odabrana poglavlja funkcija vie varijabli kao $to su plohe u prostoru, nivo krivulje,
parcijalne i usmjerene derivacije te ekstremi. Sada ¢emo navesti neke primjere pitanja s
pripadnim ciljevima unutar predavanja.
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Pitanje 1. U kojim sve odnosima mogu biti dvije ravnine?

(a) paralelne su

(b) sijeku se u to¢ki

(c) sijeku se po pravcu

(d) nisu paralelne i ne sijeku se

Cilj: vizualizacija i evokacija pojma ravnine

Napomena. Prije ovog pitanja postavili smo pitanje o odnosima dvaju pravaca u ravnini.

Pitanje 2. Koja je od sljede¢ih tocaka na sferi x*+y*+2’= 3, koja je unutar sfere, a koja izvan
sfere?

@) A(1,20) (b) B(1,£ ,ﬁ) ©ca, Ll V3
2 2 2 2

Cilj: povezivanje jednadzbe sfere i polozaja tocke u prostoru u odnosu na sferu

Pitanje 3. Presjek plohe x>+ 3 = 2 i ravnine z = 2 je krug. To¢no Neto¢no

Cilj: razumijevanje pojma valjkaste plohe i vizualizacija presjeka s ravninom

Pitanje 4. Skup svih tocaka koje su za 2 udaljene od osi z je
(a) pravacx =2,y =2

(b) sferax? + y* + 22 =4

(c) valjak x* + 92 =2

(d) valjak x* + y* =4

Cilj: provjera razumijevanja pojma udaljenosti to¢ke od pravca i vizualizacija ploha drugog reda

Pitanje 5. Nivo plohe funkcije f(x,y,z) =/x’+y" suw

(a) kruznice sa sredi$tem u ishodistu

(b) sfere sa srediStem u ishodistu

(c) valjci uzduz osi z

(d) gornje polusfere sa sredistem u ishodistu

Cilj: provjera razumijevanja pojma nivo-plohe funkcije triju varijabli i ploha drugog reda

Pitanje 6. Parcijalne derivacije predstavljaju brzine promjena funkcije u smjeru
koordinatnih osi. Kako mozemo poop¢iti pojam parcijalne derivacije?

Cilj: motivacija i analogija pojma usmjerene derivacije pomoc¢u parcijalne derivacije
Pitanje je bilo poprac¢eno animacijom plohe i presjeka s ravninama u razli¢itim smjerovima.
Pitanje 7. U kojoj je od tocaka A, B, C, D na
slici vektor gradijenta najdulji?

@A (b)B (9C (dD

Cilj: razumijevanje geometrijske interpretacije
gradijenta kao smjera najbrzeg rasta funkcije i
povezanost s usmjerenom derivacijom, primje-
na teorema

Pitanje 8. Koliko lokalnih ekstrema ima funkcija flx, y, z) = ax + by + cz na sferi x> + y* + 22 = 12
@0 ®1 (92 (A3 ()4

Cilj: razumijevanje pojma linearne funkcije i postupka trazenja ekstrema na omedenom skupu
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3.3. Kvizovi za samostalnu provjeru (e-ucenje)

Bududi da se studenti prvi put susrecu s funkcijama vise varijabla, u namjeri da
im pomognemo u svladavanju gradiva u sustavu za e-uenje pripremili smo Kratke
pitalice” koje smo objavljivali nakon svakog nastavnog tjedna. Kratke pitalice sluzile su
za samoprovjeru naucenog kao i za produbljivanje znanja. U kratkim smo pitalicama
naveli to¢an odgovor uz dodatno objasnjenje zasto je bas tako trebalo odgovoriti.

Prilikom sastavljanja pitanja za takav oblik ispitivanja pretpostavljali smo da je stu-
dent ve¢ ovladao gradivom koje je poslusao na predavanjima i procitao iz literature.
Sad navodimo neke primjere takvih pitanja (slike smo preuzeli iz sustava za e-ucenje
Moodle).

Primjer 1. Cilj: provjera razumijevanja ploha i njihovih odnosa u prostoru

Koji od skupova moZe biti presjek dviju ploha u prostoru:

Odaberite jedan odgovor:
kruznica
toCka
krivulja () = ¢, y(t) = 2. 2(t) = In(#?)

pravac

sve navedeno

Va$ odgovor je tocan

Evo par primjera: Tocka je npr. presjek ploha u prostoru koje se diraju npr. dvije sfere, pravac je presjek dviju
ravnina koje se sijeku, kruZnica je npr. presjek ravnine paraleine Oy ravnini i kruZznog valjka, a krivulja
z(t) = t. y(t) = 2. z(¢) = In(#?) se moze shvatiti kao presjek ravnine y — 2iplohe z = 2Inz

Ispravan odgovor je: sve navedeno

Primjer 2. Cilj: provjera razumijevanja diferencijabilnosti funkcije vise varijabla u tocki
Neka je f : R™ — R funkcija vise varijabli. Tada vrijedi:

f ima sve parcijalne derivacije u toéki Z = f diferencijabilna u

Odaberite jedan odgovor:
Tono

Neto€no

Navedena tvrdnja nije toéna. Primjer funkcije koja ima sve parcijaine derivacije u toéki (0, 0) a nije
diferencijabilna u toj to¢ki je funkcija

2L (2,9) #(0,0)

f(z,y) = {
0 (ﬂ:, y) = (Or 0)

Ispravan odgovor je '‘Neto¢no'
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Primjer 3. Cilj: provjera razumijevanja pojma gradijenta funkcije dviju varijabli u tocki

Sto moze biti gradijent funkcije dviju varijabla oblika z = f(z,y) u totki Tp:

Odaberite jedan odgovor:
O 2%+3

@ 3zi+j—k

X
O 2%+ ok

Vas$ odgovor nije to¢an.

Gradijent funkcije z = f(z,¥y) u tolki je konstantan vektor paralelan zOy ravnini, a od ponudenih odgovora
to je jedino vektor 2 + j

Ispravan odgovor je: 2 + 3

Primjer 4. Cilj: povezivanje pojma nivo krivulja i parcijalnih derivacija

Odredi predznake parcijalnih derivacija funkcije £(z,) u totki A, ako je zadana familija nivo krivulja na slici:

Odaberite jedan odgovor:
Dag@)>0Z4)<0

b 2(4)>0.2(4) >0
e -:—f(A) <0, g(A) <0

9; 9,
a4 2(4) <0, Z(4)>0

X

N

Vas$ odgovor nije to¢an.

Kada se iztotke A gibamo u smjeru vektora i dolazimo na nivo krivulju koja pripada manjoj konstanti C.
Takoder, kada se iztotke A gibamo u smjeru vektora § dolazimo na nivo krivulju koja pripada manjoj
konstanti C, pa to znati da u tim smjerovima funkcija pada, pa su parcijaine derivacije negativne u toj toéki.

Ispravan odgovor je: g(A) <0, %’(A) <0
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Primjer 5. Cilj: razumijevanje i povezivanje pojma nivo krivulja linearne funkcije i de-
rivacije u smjeru

Zadan je kvadrat ABCD i linearna funkcija f(z, %) koja dostize minimalnu vrijednost na tom kvadratu u
samo u tocki A. Odredite tocke maksimuma.

Odaberite jedan odgovor:
| strana BC

 vith B
@ vih D

X
vih C

Va$ odgovor nije toan.

Nacrtamo kvadrat ABCD te nivo pravac kroz tocku A koji ne prolazi kroz B i D jer je samo vrh A minimum
funkcije. Sada znamo da su ostale nivo krivulje pravci paralelni s tim pravcem kroz A, te znamo da je gradijent
funkcije okomit na taj pravac. Iz slike vidimo da je tada maksimum u suprotnom vrhu tj. u vrhu C.

Ispravan odgovor je: vih C

Primjer 6. Cilj: razumijevanje usmjerene derivacije i nivo krivulja funkcije dviju varijabla

Planina je zadana plohom 2(z,y) = 2000 — 2z? — 4y Pozitivna z-os je usmjerena na istok, a pozitivna
y-0s na sjever. Planinar je u tocki T'(—20, 5, 1100). U kojem se smjeru treba kretati ako Zeli hodati po stazi
iste nadmorske visine?
Odaberite jedan odgovor:

i+25

Vas odgovor je toan.

Treba se kretati u smjeru vektora smjera tangente na pripadnu nivo krivulju, koji je okomit na vektor gradijenta.
Od predlozenih vektora, vektor  + 27 je jedini okomit na vektor gradijenta

Ispravan odgovor je: i+ 2._7:
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4. Zakljuéak

Mozemo zaklju¢iti da su navedene promjene u nastavi napravile pomak od klasi¢nog
prema interaktivnom predavanju. Nastavnici koji su koristili ciljana pitanja zadovoljni su
motivacijom i aktivno$¢u studenata te osjec¢aju da su predavanja kvalitetnija, smislenija
i studentima korisnija. Studenti su pozitivno reagirali na pitanja na predavanju i na kviz
pitalice u sustavu u za e-ucenje koja im pomazu da provjere razumijevanje novog gradi-
va. Smatramo da su ciljana pitanja ispunila svoju svrhu odnosno da ih pitanja poti¢u na
aktivno sudjelovanje i dubinsko promisljanje o novim pojmovima. Pogotovo su im pomo-
gla oko vizualizacije ravnina i ploha u prostoru te geometrijske interpretacije parcijalne i
usmjerene derivacije. U daljnjem radu potrebno je dodatno analizirati koncepte s kojima
studenti imaju problema kroz cijeli kolegij, pripremiti primjerena ciljana pitanja i kviz
pitalice te osmisliti kako u predavanja ukljuiti jo$ vise suradnic¢kog uéenja.
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