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Sazetak

Benfordov zakon, poznat i kao zakon prve znamenke, izjava je o distribuciji frekventnosti
vode¢ih znamenaka u mnogim kvantitativnim skupovima podataka iz stvarnog zivota. In-
tuitivno ocekivanje je da distribucija vode¢ih znamenaka bude uniformna (odnosno da za
svaku znamenku bude podjednaka vjerojatnost da se nade na prvom mjestu), ali Benfor-
dov zakon tvrdi kako vodece znamenke prate logaritamsku distribuciju. U ovom radu dan
je dokaz Benfordovog zakona te je prikazana njegova primjena u forenzi¢kom ra¢unovod-
stvu, jednom od mnogih podruéja njegove moguce primjene.

Kljucne rijeci: Benfordov zakon, forenzicko racunovodstvo, revizija, zakon prve znamenke

1. Uvod

Zamislimo scenarij u kojem posjedujemo skup od 10 000 broj¢anih podataka te nas
zanima koliko brojeva u tom skupu brojeva zapocinje s brojem 1. Intuitivno, ako prva
znamenka moze biti bilo koji broj izmedu 119, za ocekivati je da je odgovor oko 11 %,
odnosno oko 1 100. Benfordov zakon' tvrdi da u prirodnim skupovima broj¢anih po-
dataka distribucija vodec¢ih znamenaka nije uniformna, ve¢ je logaritamska sa znamen-
kom 1 na prvom mjestu u oko 30 %. Dapace, za svaku znamenku, ili skup znamenaka,
postoji odredena vjerojatnost pojavljivanja gdje ve¢u vjerojatnost imaju nize znamenke.
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Prva osoba koja je primijetila da znamenke brojeva prate logaritamsku distribuciju je Simon
Newcomb 1881. godine, no njegovom objavljenom ¢lanku nije posvecena velika paznja. Pola stolje-
¢a kasnije Frank Benford provodi poznato istrazivanje nad bazama podataka od 20 229 ,,prirodnih”
promatranja kojim je pokazana spomenuta logaritamska distribucija, koja time postaje poznata kao
Benfordov zakon. Rezultati tog istrazivanja su prikazani u poglavlju 2, tablica 1.
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Grafikon 1: Benfordova distribucija te distribucije vodec¢ih znamenaka
Fibonaccijevog niza i broja stanovnika po zemljama
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Izvor: https://data.worldbank.org/indicator/SP.POPTOTL, 12. rujna 2017.

Informatizacijom poslovanja dolazi do popularizacije Benfordovog zakona te
njegove sve vece primjene u raznim podruéjima. Jedno od glavnih svojstava Benfor-
dove distribucije, koje je omogucilo njegovu primjenu u raznim podrucjima diljem
svijeta, jest invarijantnost skalara, $to znaci da mjerne jedinice iskazanih broj¢anih
podataka ne utjecu na Benfordov zakon. U ovom se radu proucavaju metode primjene
Benfordovog zakona u forenzickom racunovodstvu te se proucavaju prednosti i nedo-
staci njegove primjene naprimjeru poduzeca prisutnih u Republici Hrvatskoj.

2. Benfordov zakon

Radi razumijevanja Benfordovog zakona potrebno je definirati pojam vodece zna-
menke. k vode¢ih znamenki realnog broja x je definirano kao:

[ld

Na primjer, 3 vodece znamenke broja m su 314, a 2 vodece znamenke broja
-0,251 su 25.
Benfordov zakon tvrdi da u mnogim skupovima podataka (matematicke tablice,

|, gdjejex=d-10',10"" <d <10", ke N, ie Z\{0}, | .| = najvece cijelo.

podaci iz stvarnog zivota kao i njihove kombinacije) vode¢e znamenke nisu unifor-
mno rasporedene ve¢ prate odredenu logaritamsku distribuciju. Rezultati jednog od
njegovih prvih istrazivanja su dani u tablici 1.
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Tablica 1. Benfordova analiza provedena 1938. godine s nazivom uzorka,
ucestalos$¢u pojavljivanja prvih znamenaka i opsegom uzorka

Naziv 1 2 3 4 5 6 7 8 9 #N
Rijeke, povrsina 310 164 107 113 72 86 55 4.2 51 335
Stanovnistvo 339 204 142 81 72 6.2 4.1 37 22 3259
Konstante 413 144 48 86 106 58 1.0 29 106 104
Novine 300 180 120 100 80 6.0 6.0 5.0 50 100
Specifi¢na toplina 240 184 162 146 106 41 32 4.8 41 1389
Tlak 296 183 128 938 83 6.4 57 44 47 703
H. P. gubitak 300 184 119 108 81 70 51 5.1 36 690
Molekularna tezina 26,7 252 154 108 67 5.1 4.1 2.8 32 1800
Isusivanje 271 239 138 126 82 50 50 2.5 19 159
Atomska tezina 472 187 55 44 6.6 44 33 44 55 91
n-1,n 257 203 97 6.8 66 638 7.2 8.0 89 5000
Dizajn 268 148 143 75 83 84 70 73 56 560
Reader’s Digest 334 185 124 75 71 6.5 55 49 42 308
Cijene 324 188 101 101 9.8 5.5 4.7 5.5 31 741

Rendgenska voltaza 279 175 144 90 8.1 74 51 58 48 707
Statistika baseballa 327 176 126 98 74 64 49 56 30 1458

Vodljivost 310 173 141 8.7 6.6 70 52 4.7 54 1165

Adrese 289 192 126 88 8.5 6.4 56 50 50 342

n', n? ..n 253 160 120 100 85 8.8 6.8 71 55 900

Stopa smrtnosti 270 186 157 94 6.7 6.5 72 4.8 4.1 418
Prosjek 306 185 124 94 8.0 64 5.1 49 47

Vjerojatna pogreska  +£08 +04 +04 +03 +02 +£02 +02 +02 +03
Izvor: Nigrini (2012: 4).

Iz tablice 1 se vidi da, suprotno intuitivnom ocekivanju, prve vodece znamenke
nisu uniformno rasporedene, nego vjerojatnost pojavljivanja ve¢ih prvih vodec¢ih zna-
menaka opada. Pogotovo je zanimljivo $to je to svojstvo primijeceno kod svih uzoraka
koji su potpuno medusobno neovisni.

2.1. Benfordov zakon o vjerojatnosti vodece znamenke

Benfordov zakon tvrdi da u mnogim skupovima podataka vodece znamenke prate
odredenu logaritamsku distribuciju. Najpoznatija verzija Benfordovog zakona je ve-
zana za distribuciju prvih vode¢ih znamenki, koja tvrdi (Berger i Hill, 2011):

1
P(D)=log|1+— |, De{L,2,3,...,9 1
(D) g[ Dj { j @
Na primjer, vjerojatnost pojavljivanja broja 3 kao vodece znamenke je:
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P(3)= log(l+§} =0,1249 =12,49%

Dostupno je vise dokaza za izraz (1), no vecini je zajednicka primjena svojsta-
va funkcije gustoce te invarijantnosti skalara. Definicija funkcije gustoce je sljedeca
(Bensi¢ i Suvak, 2014: 61):

Slu¢ajna varijabla X na vjerojatnosnom prostoru (Q, F, P) je neprekidna slu¢ajna
varijabla ako postoji funkcija f: R — [0, +oo> takva da je:

P(XSa)z I f(x)dx,VaeR

Funkcija f naziva se funkcija gustoce slucajne varijable X. Bitna svojstva funkcije
gustoce neprekidne slucajne varijable:

« nenegativnost: f(x)>0, Va e R
e normiranost: Im f(x)dx =1

Prvi korak dokaza je definiranje neprekidne slucajne varijable X, koja ¢e u na-
$em slucaju biti mantisa logaritma.? Svaki realan broj ima jedinstven zapis u obliku
znanstvene notacije a- IOk , A€ [1,10>, k € Z. Mantisa logaritma ne ovisi o Vrijednosti
10* nego samo o a jer log(a- 10%) =log(a) + k.

X je definiran kao R" — [1,10> gdje realni brojevi poprimaju vrijednosti man-
tisa (slika 1).

Slika 1: Preslikavanje realnih brojeva u mantisu logaritma

32400 32,4

3240 3,24

324 0,324

32,4\ /0,0324
I I I I I | I I I I |
F T T T T =0 T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Vjerojatnost P(D) mora odgovarati povrsini ispod funkcije gustoce na interva-
lu | D,D+1)

P(D)=] " feydx

2 Mantisa logaritma jest decimalni dio logaritma, npr. log 2 = 0,30103... pa je mantisa 30103...
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Koristi se svojstvo invarijantnosti na skalar, odnosno skalar f ne utjece na iznos
vjerojatnosti

P(D) = J.5£D+l)f(x)dx

Deriviranjem se dobiva funkcijska jednadzba
oP(D)

op
(D+1)f(B(D+1))-Df (BD)=0

=0

Supstitucija D s 1, 2, ... se redom dobivaju jednadzbe

2f(2B)-f(B)=0
3f(3B)-2f(2B)=0

f(B)=cf(cB)

- 1 . .
Supstitucijom ¢ — — dolazi se do izraza

odnosno funkcija gustoce je oblika

Parametar c se dobiva iz uvjeta

10
L fx)dx =1
¢(In10-1n1)=1
1
cC=—
In10

Te (kako je ocito f(x) 20 za svaki x> 0) funkcija gustoce glasi:
1
x1n(10)

fx)= @

Uvrstavanjem dobivene funkcije gustoce u pocetnu jednadzbu dobivamo:
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D+1 1

1
P(D):J-D xlnlodx:10g(D+1)_10g(D):10g(1+Bj

Q.E.D.

Svojstva dobivene funkcije gustoce (2) kao i invarijantnost skalara su prikazane
na grafikonu 2. Funkcija gustoce je negativne na podrucju <—oo,0>, ali kako je dome-
na [1,10> svojstvo nenegativnosti je zadovoljeno. Svojstvo normiranost je pokazano
zbrojem vjerojatnosti svih mogucih slucajeva gdje je suma 1. Kao primjer invarijan-
tnosti skalara je uzeto podrucje domene [2,3> (odnosno svi realni brojevi kojima je
prva vodeca znamenka 2) i skalar $=3, odnosno P(2)=P(6) + P(7) + P(8).

Grafikon 2: Osnovna svojstva funkcije gustoce te prikaz invarijantnosti skalara

05 d, P(d)

1 0,3010

04\ 2 01761

\ 3 01249

03 4 0,0969

5 0,0792

02 6 0,0669

7 0,0580

01 8 0,0512
O] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 > 1

2.2. Benfordov zakon o vjerojatnosti k vodecih znamenaka

Benfordov zakon se moze pro$iriti na prvih k vode¢ih znamenki koristec¢i ve¢ dobive-
nu funkciju gustoce (2). Neka je k € N tada je distribucija prvih k vodec¢ih znamenki
d,d, .., d, jednaka (Jamain, 2001: 14):

2

P(dy,d,,....d; ) =log| 1+ ®)

1
(Zlelok"'d,.)

gdjejed €{1,2,..,9 asviostalid, €{0, 1, 2, ..., 9}.
Najjednostavniji dokaz izraza (3) je koristenje funkcije gustoce (2). Definira se
preslikavanje M, : N LN [1,10> tako da:

k )
(dypdysendy ) > D107,
i=1
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gdiejekeN,d €{l,2,..,9,d €10, 1, 2, ..., 9}. Drugim rije¢ima, skup k prirod-

> 72,3, .,k
nih brojeva se preslikava u realan broj oblika d, d,, d., ..., d,.

P(dydy»....d ) = (210 p) <Mk<210 Vg, + 1+dk)10k+lj

IR CEA T

T gt xIn10
i=1 i

k-1 ) k )
= log 210‘("1)di +(1+d, ) 107 ] —log(Zm‘("l) d,}
i=1 i=1

| d1+d210_1+d310‘3+...+(1+dk)10_k+lJ
= Og

dy+d,107 +d,107° +...+d, 107

1
(Z:{:llok_idi)

Na primjer, vjerojatnost da u nekom skupu podataka vodece 3 znamenke budu

=log| 1+
8 QE.D.

324 iznosi:

P(3,2,4)=log(1+ ! j 1g(1+ij 0,13%
10%-3+10'-2+10" -4 324

Pomocu izraza (3) se moze izrac¢unati vjerojatnost pojavljivanja bilo kojih zna-
menki, a ne samo prvih k. Na primjer, vjerojatnost da je druga znamenka broj 2 iznosi:

9 9
Z . Z 1
P(I’Z) ) i=1 log(1+ 10i+2

i=1

j=10,88%

Benfordov zakon se moze pro$iriti i na druge baze preko formule gustoce

flx)=

ylogb

gdje je baza b> 1. Izraz za vjerojatnost prve vodece znamenke u nekoj bazi onda glasi
(http://www.math.uah.edu/stat/special/Benford.html, The University of Alabama in
Huntsville, Mathemacial Sciences, 27. kolovoza 2017):

1
P, (d)zlogb (14—5} @
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a za prvih k vode¢ih znamenki

P, (dysdy,....dy ) =log,| 1+

_
(Z;bk_ldi ) (5)

U sljede¢im poglavljima fokus je na primjeni Benfordovog zakona, a kako je dekad-
ski sustav daleko najkoristeniji, izrazi 4 i 5 nece biti primjenjivani u ostatku ovog rada.

3. Analiza odstupanja od Benfordove distribucije

Distribucija znamenaka neke distribucije stvarnih podataka nece nikada u potpu-
nosti biti jednaka Benfordovoj distribuciji. Kako stvarne baze podataka uvijek ima-
ju kona¢no mnogo podataka u sebi, izracun udjela pojavljivanja znamenaka rezulti-
ra racionalnim brojem, dok izrazi 2 i 3 za izracun Benfordove distribucije rezultiraju
iracionalnim brojevima. U ovom poglavlju obradena su tri® naj¢e$¢a nacina mjerenja
odstupanja neke distribucije znamenaka od Benfordove distribucije. Ako odstupanje
bude signifikantno, to je znak da se u skupu podataka javljaju abnormalna ponavlja-
nja znamenaka i/ili neke druge anomalije.

Pokazni primjer na kojem ce biti izracunata odstupanja distribucija znamena-
ka je izvoz i uvoz Republike Hrvatske u razdoblju od 2010. do 2016. godine, prven-
stveno zbog lake dostupnosti, to¢nosti i veli¢ine spomenute baze podataka. Proma-
trana je distribucija prvih dviju znamenaka, odnosno P(d,, d,) gdje je d, € {1, 2, .., 9} i
d €10, 1, .., 9} (grafikon 3).

Grafikon 3: Distribucija prve dvije vodeée znamenke izvoza i uvoza RH po poglavljima
Carinske tarife / Kombinirane nomenklature i zemljama namjene / podrijetla od 2010.
do 2016. godine u odnosu na Benfordovu distribuciju (N=70.835)
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Izvor: https://www.dzs.hr/, 19. rujna 2017.

3 Sva tri testa su temeljena na promatranju pojavljivanja znamenaka, dok postoje i testovi bazirani na

pretpostavci uniformne distribucije mantise logaritama.
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3.1. Preduvjeti testiranja Benfordovog zakona

Prije analize distribucije znamenaka skupa podataka s Benfordovom distribucijom
treba utvrditi da se za promatrani skup podataka zbilja o¢ekuje da odgovara Ben-
fordovoj distribuciji. Na primjer, skup podataka koji ¢ine visine svih ljudi na Zemlji
mjerenih u centimetrima nece odgovarati Benfordovoj distribuciji, iako bi u tom slu-
¢aju broj podataka bio slu¢ajan (prirodan) i ve¢i od 7 milijardi. Razlog je ocit, visina
gotovo svih ljudi zapocinje znamenkom 1 (visina izmedu 100 cm i 199 cm), a gotovo
nijedna osoba nema prvu znamenku 3, 4 ili 5 (npr. za prvu znamenku 4 osoba bi tre-
bala biti visoka izmedu 40 cm i 49 cm ili izmedu 400 cm i 499 cm). U nastavku je po-
pis ,nematematickih” smjernica koje trebaju biti zadovoljene da skup podataka prati
Benfordovu distribuciju (Nigrini, 2011: 97).

« Podaci predstavljaju kvantificirane ¢injenice ili dogadaje.

 Ne smije postojati zadani raspon podataka, odnosno ne smije biti postavljen mi-
nimum i maksimum. Iznimka je 0, koja moze biti minimum ako se radi o poda-
cima koji poprimaju samo pozitivne vrijednosti.

« Podaci ne bi trebali predstavljati identifikacijske brojeve ili oznake, na primjer
brojevi telefona, ziro-ra¢uni, registracije automobila, anketni odgovori u Liker-
tovoj skali i slicno. Drugim rije¢ima, podaci ne bi trebali biti numericke oznake
dogadaja, osoba i stvari koriStenih umjesto rijeci.

 Distribucija podataka trebala bi biti pozitivno asimetri¢na, odnosno median
bi trebao biti manji od aritmeticke sredine, §to znaci da prevladavaju nize vri-
jednosti. Nadalje, podaci ne bi trebali biti grupirani oko aritmeticke sredine. Za
primjer moZemo uzeti ve¢ spomenute visine ljudi koje su usko grupirane oko
aritmeticke sredine.

« Preporuceni minimalni opseg statistickog skupa je 1000 podataka. Ako je ma-
nje podataka, analiza bi trebala dopustiti veca odstupanja od Benfordove distri-
bucije.

3.2. Hi-kvadrat test

Hi-kvadrat je baziran isklju¢ivo na analizi apsolutnih frekvencija, a odgovora na pita-
nje koliko neke frekvencije dobivene istrazivanjem odstupaju od ocekivanih frekvenci-
ja (u nasem slucaju Benfordove distribucije) (Papi¢, 2014: 235). Izrac¢un je dan izrazom:

hi-kvadrat = Zn:M

= S

gdje f, predstavlja opaZene apsolutne frekvencije, f, teoretske apsolutne frekvencije i n
predstavlja broj razreda. Dobiveni rezultat izraza 6 se usporeduje s tablicom grani¢nih
vrijednosti hi-kvadrat testa (lako dostupne na internetu ili u statistickim knjigama,
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npr. https://www.medcalc.org/manual/chi-square-table.php, 19. rujna 2017) ovisno o
zeljenoj vjerojatnosti i stupnju slobode k koji je jednak broju razreda n-1.

U primjeru spomenutom na pocetku poglavlja n=90 jer je broj razreda jed-
nak mogu¢im kombinacijama prve dvije znamenke, sto je kardinalni broj skupa
{10, 11, 12, ..., 98, 99}. Stupanj slobode iznosi 89, a grani¢na vrijednost za vjerojatnost
od 5% u tom slucaju iznosi 112,02. Rezultat izraza 6 je 103,26 (3to je ispod granicne
vrijednosti) stoga distribucija prvih dviju znamenaka izvoza i uvoza Republike Hr-
vatske u razdoblju od 2010. do 2016. godine znacajno ne odstupa (uz rizik od 5%) od
Benfordove distribucije.

3.3. Kolmogorov-Smirnovljev test

Kolmogorov-Smirnovljev test (dalje u tekstu K-S) baziran je na kumulativnoj funkciji
gustoce, odnosno on usporeduje funkcije gustoce dviju distribucija. Najvece opaze-
no odstupanje se usporeduje s granicnom vrijednoscu koje je (za velike uzorke) dano

izrazom:
1
2 2

K-S=—F+——- (7)
Jn
gdje je a stupanj sigurnosti, a n veli¢ina uzorka.

U primjeru izvoza i uvoza RH uz stupanj sigurnosti od 5% i n="70.835 izraz 7
rezultira grani¢nom vrijednos¢u 0,0051. Izra¢un kumulativnih vrijednosti funkcija
gustoce promatranih dviju distribucija jest zbroj udjela pojavljivanja znamenaka, za
Benfordovu distribuciju glasi:

Z log (1 + lj (8)
deS, d
gdje je S={10, 11, 12, .., 99}, a S, oznaka za prvih k € {1, 2, ..., 90} elemenata skupa S.
Za izra¢un kumulativnog zbroja relativnih frekvencija izvoza i uvoza RH se ko-
risti izraz:
v 4
deS, n )

U slucaju kad je k=90 (odnosno kad promatramo kumulativ udjela pojavljivanja
svih znamenaka) izrazi 8 i 9 iznose 1 ($to je i jedno od svojstava funkcije gustoce spo-
emutih u poglavlju 2). Najveca razlika izraza 8 1 9 iznosi 0,0039 (pri k=17) $to je ma-
nje od grani¢ne vrijednosti te se moze zakljuciti, kao i kod hi-kvadrat testa, da distri-

162



M. Papic, N. Vudric, K. Jerin: Benfordov zakon i njegova primjena u forenzickom racunovodstvu

bucija prvih dviju znamenaka izvoza i uvoza Republike Hrvatske u razdoblju od 2010.
do 2016. godine znacajno ne odstupa (uz rizik od 5%) od Benfordove distribucije.

Kumulativ udjela pojavljivanja prvih dviju vode¢ih znamenki izvoza i uvo-
za RH po poglavljima Carinske tarife / Kombinirane nomenklaturo i zemljama na-
mjene / podrijetla od 2010. do 2016. godine u odnosu na Benfordovou distribuciju
(N=70.835)

Grafikon 4: Kumulativ udjela pojavljivanja prve dvije vodece znamenke izvoza i uvoza RH po
poglavljima Carinske tarife / Kombinirane nomenklature i zemljama namjene / podrijetla od
2010. do 2016. godine u odnosu na Benfordovou distribuciju (N=70 .835)
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Izvor: https://www.dzs.hr/, 19. rujna 2017.

3.4. Prosjecno apsolutno odstupanje

Prosjecno apsolutno odstupanje je test koji preporucuje M. J. Nigrini?, koji za razliku
od prethodna dva testa (hi-kvadrat i K-S) u izra¢un ne uzima veli¢inu uzorka. Dan

je izrazom:
k
2l =l
prosje¢no apsolutno odstupanje = —=——
k (10)

gdje je k broj razreda, a r, i r, predstavljaju udjele pojavljivanja promatranih razreda.
Dobivena vrijednost se usporeduje s kriti¢cnim vrijednostima prikazanim u tablici 2.

4 Mnogi autori ga smatraju za¢etnikom primjene Benfordovog zakona u forenzi¢kom ra¢unovodstvu
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Tablica 2: Granic¢ne vrijednosti prosje¢nog apsolutnog odstupanja

Znamenke Raspon Zakljucak
0,0000 - 0,0006 Vrrlo malo odstupanje
0,0006 - 0,0012 Prihva¢eno odstupanje
Prva znamenka 00012 - 0,0015 Margigﬂ?t%ggiri}\éaéeno
Iznad 0,0015 Veliko odstupanje
0,000 - 0,008 Vrrlo malo odstupanje
0,008 - 0,001 Prihva¢eno odstupanje
Druga znamenka 00010 - 00012 Margigﬂ?t%gg;}\éaéeno
Iznad 0,0012 Veliko odstupanje
0,0000 - 0,0012 Vrrlo malo odstupanje
0,0012 - 0,0018 Prihva¢eno odstupanje
Prve dvije znamenke 00018 - 00022 Marg%i?tigg:j\éaceno
Iznad 0,0022 Veliko odstupanje
0,00000 - 0,00036 Vrlo malo odstupanje
0,00036 - 0,00044 Prihvaceno odstupanje
Prve tri znamenke 0,00044 - 0,00050 Marg|g;;|2t%§;|r|;}\éaceno
Iznad 0,00050 Veliko odstupanje

Izvor: Nigrini (2012: 160).

U slucaju izvoza i uvoza RH, prosjecno apsolutno odstupanje iznosi 0,000314
$to znaci da distribucija prvih dviju znamenaka izvoza i uvoza Republike Hrvatske
u razdoblju od 2010. do 2016. godine vrlo malo odstupa od Benfordove distribucije.

4, Primjena Benfordovog zakona u forenzickom
racunovodstvu

Benfordov zakon proucava se u raznim podrucjima poput: udari gromova (Manoo-
chehrnia et al., 2010), potresi (Diaz et al., 2015), nuklearne znanosti (Wells et al.,
2007), medicinske snimke (Sanches i Marques, 2006), aktivnosti Jehovinih svjedoka
(Mir, 2014) i mnoga druga. Kao $to je ve¢ receno, za ve¢inu baza podataka iz stvarnog
zivota (one koje zadovoljavaju ,,nematematicke” smjernice iz poglavlja 3) ocekuje se da
prate Benfordovu distribuciju. Ako odstupanje bude signifikantno, to je znak da se u
skupu podataka javljaju abnormalna ponavljanja znamenaka i/ili neke druge anoma-
lije. Analizom tih anomalija utvrduje se uzrok njihovog nastajanja koji, medu ostalim,
moze biti i namjerna manipulacija podacima. Na primjer, u nekom izvjestaju o pro-
daji moze se pojaviti povec¢an udio brojeva koji zapoc¢inju na 19, 49 i 99, no umjesto
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zakljucka da se radi o manipulaciji brojeva u izvjestaju, najvjerojatniji je uzrok psiho-
losko odredivanje cijena pa zbilja vec¢ina prodanih artikala i ima te cijene.

U podrucju forenzickog ra¢unovodstva preporucuje se (Nigrini, 2012: 87) anali-
za distribucija prve znamenke i prvih dviju znamenaka. Nema pravila koji izvjestaji se
analiziraju (dokle god zadovoljavaju ,nematematicke” smjernice iz poglavlja 3), nego
bi se analiticar trebao voditi vlastitom prosudbom. Na primjer, ako postoji sumnja da
je neko poduzece manipuliralo brojevima u financijskim izvjestajima 2014. i 2015. go-
dine, ne bi se trebali uzeti financijski izvjestaji od 2000. godine nego recimo od 2013.
do 2016. godine. Kao $to je prethodno spomenuto, analizom znamenaka identificiraju
se anomalije, a ne manipulacije, tako da je nuzna uporaba i drugih forenzickih meto-
da kako bi se identificirala moguc¢a manipulacija. Glavne prednosti primjene Benfor-
dovog zakona u forenzickom ra¢unovodstvu su:

o izracun je jednostavan

o otkrivaju sestavke u kojima je doslo do moguce manipulacije na koje revizor tre-
ba obratiti pozornost

« vrlo je tesko manipulirati brojevima u izvjestajima, a da znamenke i dalje prate
Benfordov zakon

« revizor ima slobodu da prema vlastitoj prosudbi odabere izvjestaje i razdoblje za
potrebe analize distribucije znamenaka.

4.1. Primjena Benfordov zakona na poduzecima izlistanim na
Zagrebackoj burzi

Kako autor nema pristup povlastenim informacijama o poslovanjima poduzeca
(analiticke bruto bilance, izvjestaji o prodaju, izvjestaji o uvozu i izvozu i sl.), pri-
mjena Benfordovog zakona ogranicena je na javno objavljene financijske izvjestaje.
Na portalu Financijske agencije objavljuju se godisnji financijski izvjestaji (uglav-
nom bilanca i racun dobiti i gubitka), no za potrebe analize znamenaka je potreb-
no minimalno 1000 podataka (za analizu prvih dviju znamenki jos i vise) za $to bi
bilo potrebno promatrati razdoblje duze od 10 godina. Zbog tog razloga su proma-
trana poduzeca (dionicka drustva) izlistana na Zagrebackoj burzi (dalje u tekstu:
ZSE) jer ona imaju obvezu kvartalne javne objave bilance, racuna dobiti i gubitka i
novcanog toka.

U ovome poglavlju analizirana je distribucija prve znamenke i prvih dviju zna-
menki u financijskim izvjestajima 12 nasumi¢no odabranih poduzeca® izlistanih na
ZSE. Konkretno, analizirani su nekonsolidirana bilanca, racun dobiti i gubitka i iz-
vjestaj o novéanom tijeku za razdoblje od 2011. do 2016. godine. Provedene su sve tri
metode analize odstupanja: hi-kvadrat test (u tablici 3: x?), Kolmogorov-Smirnovljev

5 Imena poduzeéa su zamijenjena abecednim slovima jer cilj ovog rada nije identifikacija poduzeéa

s anomalijama.
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test (u tablici 3: K-S) i prosje¢no apsolutno odstupanje (u tablici 3: MAD). U tablici 3
su prikazani rezultati analize, tamno je oznaceno signifikantno odstupanje (uz p =
5%), a sivo da nema signifikantnog odstupanja. Nadalje, na grafikonima je prikazana
distribucija udjela prvih dviju znamenaka Benfordove distribucije (crna linija) i zna-
menaka u promatranim financijskim izvjestajima (sivi stupci). Sa #N je oznacen uku-
pan broj podataka po poduzecu.

Tablica 3: Rezultati analize distribucije prve znamenke i prve dvije znamenke u
financijskih izvjestajima 12 poduzeca izlistanih na ZSE
0,06
0,05
0,04
0,03
00273 0,031 0,02
00099  0,0031 0,01

#N 2791

Ad.d.

4192 3999

X2 79,84 366,7
K-S 00325 00335
MAD 00193  0,0036

#N 1968

80,00 384,2
0,0528  0,0556
00159  0,0031

¥ 4944 5139
S 00543 00799
YIS 0014 00035

#N 2576
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XZ
K-S
MAD

#N

4314 460,6

00244 00244
00110  0,0029
3108

3475 3011
00253
00092 00027
#N 2937
22 a
Sl 00307 00333
WSl ooose 00032
#N 2715
Al o 430
Sl 00472 00661
WSl o038 00032
#N 2737

5464
0,0403
0,0034

0,0331
0,0135
2873

0,05
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X2 3294 4111
K-S 00373  0,0449
\baM 00083 00033

#N 2825

412,7

0,0318
0,0030

86,94

0,0309
0,0169

3092
0,0420
0,0029

2887

o5

Izvor: autor, prema http://www.zse.hr/default.aspx?id=36774, 22. rujna 2017.

Granic¢ne vrijednosti hi-kvadrat testa su 15,51 za prvu znamenku i 112,02 za
drugu znamenku, za Kolmogorov-Smirnovljev test su izra¢unate preko izraza (7) gdje
je «=0,05, odnosno
1,36

Jn

gdje je n veli¢ina uzorka, za prosje¢no apsolutno odstupanje su uzete granicne vrijed-

11

granicna vrijednost K-S =

nosti prikazane u tablici 2. Veli¢ina uzorka je u svim promatranjima veca od prepo-
rucenog minimuma koji iznosi 1000.

Provedenom analizom utvrdeno je da su odstupanja distribucije znamenaka (pr-
ve i prve dvije) od Benfordove distribucija signifikantna u svim promatranim podu-
ze¢ima i u svim metodama, osim za F d.d. gdje odstupanje za prvu znamenku nije
signifikantno po Kolmogorov-Smirnovljev testu i za K d.d. gdje odstupanje nije signi-
tikantno za prvu znamenku po hi-kvadrat i Kolmogorov-Smirnovljev testu. Rezulta-
ti su u skladu s intuitivnim oc¢ekivanjem dobivenim promatrajuci prilozene grafove,
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gdje su velika odstupanja lako primjetna (ali se neovisno o tome vidi tendencija poda-
taka da odgovaraju Benfordovoj distribuciji).

Promatrajuci grafove revizor moze uociti neke zanimljive pojave koje mozda ne
bi inace uocio, npr. poduzeéa A d.d. i L d.d. oba imaju veliku frekvenciju pojavljiva-
nja brojeva koji zapocinju znamenkama 41, uglavnom zbog stavka Rezerve za vlastite
dionice i Vlastite dionice i udjeli. Konkretno, kod poduzeca A d.d. spomenute stavke
iznose 41 459 113 kuna za sve kvartale u razdoblju od 2011. do 2014., dok kod podu-
zeca L d.d. iznose 41 884 885 kuna za sve kvartale od 2011. godine do treceg kvartala
2014. godine. Jo$ jedna zanimljiva anomalija se moze primijetiti kod poduzeca E d.d.
koje ima vrlo izrazene skokovima u deseticama 10, 30, 40, 50, 60, 70, 90.Za trazenje
uzroka tih anomalija su potrebni detaljniji izvjestaji od onih javno objavljenih po gru-
pnim kontima (oznake konta s dvjema znamenkama).

5. Zakljucak

Protuinvitno ponasanje vode¢ih znamenaka, koje prati Benfordov zakon, matematic-
ki je dokazivo i ono se moze prosiriti na izracun vjerojatnosti pojavljivanja bilo kojih
znamenaka u bilo kojoj bazi. Benfordova distribucija ima svojstvo invarijantnosti na
skalar, $to znaci da ako neka baza podataka zadovoljava Benfordov zakon, onda ¢e i
nakon mnozenja sa skalarom ostati zadovoljen Benfordov zakon. Spomenuto svojstvo
vazno je jer to znaci da za potrebe analize distribucije znamenaka nije bitno jesu li
vrijednosti u kunama, eurima, stopama, metrima i sl., ¢ime Benfordov zakon dobiva
i univerzalnu primjenu svugdje u svijetu.

Problem koji se javlja pri analizi stvarnih baza podataka jest da su one kona¢ne (dok
se dokaz Benfordovog zakona temelji na beskona¢nom skupu vrijednosti), zbog ¢ega se
koriste metode procjene odstupanja distribucije znamenaka od Benfordovog zakona. Te
metode zahtijevaju veliki broj podataka $to je i jedan od razloga da se primjena Benfor-
dovog zakona tek pocela razvijati krajem 20. st. kad su racunala postala dostupna kao i
razne baze podataka zahvaljuju¢i informatizaciji poslovanja. Najcesce koristene meto-
de su hi-kvadrat test, Kolmogorov-Smirnovljev test i prosjecno apsolutno odstupanje.

Prije analize distribucije znamenaka, potrebno je utvrditi treba li promatrana baza
podataka zbilja zadovoljavati Benfordov zakon koriste¢i nematematice smjernice iska-
zane u poglavlju 3.1. (veli¢ina uzorka barem 1000, pozitivna asimetri¢nost, ne postoji
ugradeni minimum ili maksimum, podaci su kvantificirani dogadaji ili ¢injenice, a ne
oznake npr. OIB, JMBG i sl.). Ako odstupanje znamenaka od Benfordovog zakona bu-
de signifikantno, to ukazuje da postoje abnormalna pojavljivanja znamenaka i/ili dru-
ge anomalije u promatranoj bazi podataka. Konkretno u forenzickom racunovodstvu,
revizoru je to signal da je doslo do moguce manipulacije brojevima, sto je i jedan od
razloga sve vece primjene Benfordovog zakona u tom podrucju. Nadalje, za razliku od
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mnogih drugih metoda manipulacije izvjestajima, tesko je ,,sakriti” manipulacije u fi-
nancijskim izvjestajima od analize distribucije znamenaka. Za podrucje forenzickog ra-
¢unovodstva je preporucena analiza distribucije prve znamenke i prve dvije znamenke.

Analizom financijskih izvjestaja 12 poduzeca izlistanih na Zagrebackoj burzi
utvrdeno je da sva biljeze odstupanja od Benfordove distribucije (ali je i primjetna
tendencija znamenaka prema Benfordovoj distribuciji), no na tome je analiza zavrsila
zbog manjka pristupa drugim i/ili detaljnijim izvjestajima. Ukazana odstupanja mo-
gu biti od pomod¢i revizorima jer ukazuju na stavke u kojima su prisutne anomalije, a
na revizorima jest da utvrde jesu li te anomalije uzrokovane manipulacijom. Misljenje
je autora da su za daljnja istrazivanja primjene Benfordovog zakona u forenzickom ra-
¢unovodstvu potrebne mnoge detaljne baze podataka o poslovanjima poduzeca koje,
na Zalost, spadaju u povlastene informacije.
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D

Benford’s law and its application in forensic accounting
Abstract

Benford’s law, also known as the first-digit law, is a statement about the frequency distribu-
tion of leading digits in many real-life sets of numerical data.It is intuitively expected that
leading digit distribution is uniform (i.e. the probability for each digit to be a leading digit
is equally), but Benford’s Law states that leading digits follow logarithmic distribution. In
this paper the proof of Benford’s Law is shown, alongside with its application in forensic
accounting, one of many possible fields of it’s application.

Key words: Benford’s Law, forensic accounting, revision, first-digit law
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