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Sazetak

U ovom radu donosimo elementarni dokaz Farkaseve leme. U matematici je Farkaseva lema vrlo bitna
¢injenica koja se koristi u teoriji optimizacije, primjerice u izvodenju Karush-Khun-Tuckerovih uvjeta
optimalnosti u slucaju ograni¢enja u obliku nejednakosti kod nelinearnog programiranja, te u
dokazivanju dualnih teorema za linearno programiranje. lako je Farkasevu lemu vrlo jednostavno
iskazati, njezin dokaz nije trivijalan (vecina dokaza se temelji na netrivijalnim rezultatima iz podrucja
optimizacije i (linearne) algebre), o ¢emu govori i podatak da su ju mnogi na razlicite na¢ine dokazivali
jos od 1972. (pairanije) sve do danas, nadmecuci se pritom tko ¢e ponuditi jednostavniji dokaz. U ovom
radu Farkasevu lemu dokazujemo na elementaran nacin koriste¢i matematicku indukciju. Dokaz ove
leme matematickom indukcijom je poznat u stranoj, ali ne i u domacoj literaturi. Stoga je cilj ovog rada
revidirati taj dokaz, ispraviti postojece nedostatke i pogreske, te detaljno objasniti svaku stavku dokaza,
nekoriste¢i pritom sloZzene termine i ¢injenice iz podru¢ja optimizacije i algebre. Osim samog dokaza
objasniti Farkasevu lemu na razumljiv nacin ¢itateljima koji po svom zvanju nisu matematicari, ali ju
koriste u svom radu, te s druge strane doprinijeti razumijevanju samog iskaza Farkaseve leme kroz
konkretne primjere.

Kljuéne rijeci
Farkaseva lema, matematicki dokaz, matematicka indukcija, financijsko modeliranje, teorija igara

JEL klasifkacija
€690, C700, G10
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1. Uvod

Gyula Farkas je roden 28. ozujka 1847. godine u mjestu Pusztasarosd (danas Sarosd) pokraj jezera
Balaton u Madarskoj. Njegov znanstveni doprinos ogleda se u podrucju iz fizike, ali i iz matematike.
Osim prema znanstvenoj karijeri, Farkas je pokazivao ljubav i prema glazbi, kojoj se posvetio kasnije u
zivotu. Napisao je nekoliko ¢lanaka o glazbi, svirao je klavir, te je ¢ak i nastupao izvan granica Madarske
(Gurka 2011). Ipak, najve¢i dio Zivota posvetio je izuCavanju fizikalnih problema, te njihovim
matematickim uporistima. Bio je ugledni profesor na katedrama za fiziku i matematiku SveuciliSta u
Kolozsvaru, a 1898. godine je imenovan ¢lanom Madarske akademije znanosti.

Osnovno nacelo o homogenim linearnim nejednakostima postalo je dio povijesti iz matematike pod
nazivom Farkasev teorem. Albert W. Tucker je to nacelo ponovno otkrio u pedesetim godinama 20.
stoljeca te ga iskoristio u svojim dokazima (Prékopa 1999). Kasnije je Farkas prepoznat kao preteca
nekoliko podru¢ja moderne znanosti (poput linearnog programiranja, optimizacije u matematici,
optimizacije u ekonomiji). Jedna od novijih sinteza povijesti matematike navodi kako je Farkasev
teorem jedan od najvaznijih rezultata koji su prethodili linearnom programiranju (Brentjes 1994).
Posljednjih petnaest godina Zivota Farkas je proveo u Budimpesti, gdje je i umro 27. prosinca 1930.
godine.

Farkasev teorem, ili Farkaseva lema, kao matematicka Cinjenica koja ima svoje fizikalno uporiste, ima
i svoje primjene u ekonomiji koje donosimo u ovom radu. Struktura samog rada je sljede¢a. Nakon
uvoda kao prvog poglavlja, u drugom poglavlju navodimo iskaz Farkaseve leme te njezine ekvivalentne
varijante. U tre¢em poglavlju govorimo o matemati¢koj indukciji kao metodi za dokazivanje raznih
matemati¢kih tvrdnji, pomocu koje, potom, na elementaran na¢in dokazujemo Farkasevu lemu. Cetvrto
poglavlje govori o primjenama Farkaseve leme u ekonomiji, to¢nije, u podrucju financijskog
modeliranja. Konac¢no, u petom poglavlju dajemo zaklju¢na razmatranja.

2. Iskaz Farkaseve leme i geometrijska interpretacija

Farkaseva lema se moze iskazati na viSe nacina koji su medusobno ekvivalentni (vidjeti, primjerice,
Ja¢imovi¢ 2011 ili Juki¢ 2015). Ovdje ¢emo navesti dva iskaza i dati odgovaraju¢u geometrijsku
interpretaciju Farkaseve leme.

Tvrdnja 2.1. Neka je A matricareda nxri b e~ "vektor. Tada od dvaju sustava nejednadzbi
Al=b, 120, 1e" " (@))

A's>0,b's<0,se” " 2)
samo jedan ima rjesenje.

Ovaj iskaz je preuzet iz Nerali¢ (2008). Drugi iskaz navodimo prema Ja¢imovi¢ (2011).

Tvrdnja 2.2. Nekaje AeM, (" ) inekaje be~ ™. Tadaili
postoji X =(X, X,,.... X, )€~ ", x>0 td. Ax=b, ©)
ili

postoji ze™ ™ t.d. A'z<0ib'z>0. (4)
Uocimo da je (4) ekvivalentno s

postoji ze~ "t.d. A'z>0ib'z<0. (&)

L Primijetimo da su x iz (3) i ATz iz (4') n-komponentni vektori, ili matrice-stupci €iji su elementi nenegativni realni brojevi,
dok je bz iz (4") skalarni umnoZak vektora b i z, odnosno broj &ija je vrijednost negativna.
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Ocito je da (3) i (4) ne mogu istovremeno vrijediti. Naime, kada bi (3) i (4) istovremeno vrijedili, onda
bismo imali

0<sz:(AX)Tz:xT(ATz)SO:>0<O, (5)

0
<0

Sto je ocito kontradikcija. Ako Farkasevu lemu iskazemo u varijanti ,,ili (3) ili (4"), imamo sljedecu
geometrijsku interpretaciju (Juki¢ 2015):

™ konus generiran vektor stupcima matrice A, to jest vektorima

Neka je C(a,a,...a,)c"

a,a,,.,a, € ", tebe” ™. Tadajeili

(@ b eC(ai,aQ,...,an), to jest b se moZe prikazati kao linearna kombinacija stupaca matrice A S
nenegativnim koeficijentima, ili je

(b) b&C(al,az,...,an), to jest postoji hiperravnina H s vektorom normale z koja razdvaja konus

C(ay,a,,....a,) i vektor b (vidjeti sliku 1).

H
Slika 1: Geometrijska interpretacija Tvrdnje 2.2. u slu¢aju n=2.
Izvor: Autori.

Uoc¢imo da su tvrdnje 2.1. i 2.2. ekvivalentne (dokaz o ekvivalentnosti je trivijalan i prepustamo ga
Citatelju).

3. Elementarni dokaz Farkaseve leme primjenom matematic¢ke indukcije

U ovom radu Farkasevu lemu, koju smo iskazali u prethodnom poglavlju kao Tvrdnju 2.1. i Tvrdnju
2.2., dokazujemo matematickom indukcijom. Najprije ¢emo na nekoliko primjera objasniti princip
matematic¢ke indukcije.

3.1. O matematickoj indukciji

Matematicka indukcija je iznimno mocan alat kojim se mogu dokazivati mnoge tvrdnje iz podrucja
diskretne matematike, ali 1 iz drugih podrucja kako teorijske matematike, tako i primjenjene matematike.
U ovom odjeljku ¢emo posebno istaknuti i ilustrirati kako se matemati¢ka indukcija koristi u
dokazivanju nekih vaznih formula i ¢injenica u financijskoj matematici. Zna se da su neke verzije
principa matematicke indukcije poznate jo§ iz vremena prije Krista. (Acerbi 2000), no zasigurno
mozemo rec¢i da se princip matematicke indukcije kakvog znamo danas poceo primjenjivati jos u 18.
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stolje¢u, o ¢emu govori i podatak kako je primjenom matemticke indukcije Goldbach? dokazao da
postoji beskona¢no mnogo prostih brojeva® (to su brojevi koji su djeljivi samo s jedinicom i samim
sobom) (Acerbi 2000).

Postoji nekoliko verzija matematicke indukcije. Ovdje ¢emo navesti dvije verzije principa matematicke
indukcije, koje ¢emo potom ilustritati na zanimljivim primjerima.

Princip osnovrne matematicke indukcije je najlaksi za objasniti i shvatiti. Tri su osnovna elementa ovog
principa: baza indukcije, pretpostavka indukcije i korak indukcije. Pretpostavimo da Zelimo dokazati da

neka tvrdnja T(n), koja ovisi o n, vrijedi za sve brojeve niz skupa A = {ZL 2,3, } , to jest za sve prirodne

brojeve n. Pomoc¢u matematic¢ke indukcije to radimo na nacin da

(i) prvo provjerimo bazu indukcije, to jest pokazemo da tvrdnja T vrijedi za prvi prirodni broj, odnosno
dokazemo T(1),

(if) zatim pretpostavimo da tvrdnja T vrijedi za neki k=n prirodan broj, to jest da vrijedi T(n), $to se
naziva pretpostavka indukcije,

(iii) a potom pokazemo da tvrdnja T vrijedi i za sljedeéi prirodan broj k=n+1, to jest da vrijedi T(n+1).
Drugim rije¢ima, dokazujemo korak indukcije.

Na kraju, nakon §to smo dokazali korak indukcije (iii), mozemo zakljuciti da po principu matematicke
indukcije, tvrdnja T vrijedi za svaki prirodan broj.

U svrhu boljeg razumijevanja, ilustrirajmo princip (osnovne) matemati¢ke indukcije na primjeru niza
padajuc¢ih domina. Naime, zamislimo da imamo niz od n € A domina koje su poredane jedna do druge,
te da zelimo dokazati tvrdnju koja glasi: ,,Ako prvom dominom sruSimo drugu dominu, tada ¢e sve
domine u nizu pasti.“ Dakle, u ovom slucaju, tvrdnja pod navodnim znacima je nasa tvrdnja T. Baza
indukcije bi u ovom slucaju glasila da ako prvom dominom srus$im drugu, tada ¢e sve domine u nizu
pasti, §to je u ovom slucaju to¢no jer je n=2, odnosno imamo samo dvije domine u nizu i obje domine
padaju. Sada je lako vidjeti da, ako prvom dominom srus§imo drugu, druga ¢e trecu, trec¢a ¢e Cetvrtu i
tako dalje (uo¢imo da ovaj proces predstavlja korak indukcije), na kraju ¢e se sve domine srusiti, §to
predstavlja istinitost nase tvrdnje T.

Drugi vid dokazivanja matemati¢kom indukcijom se naziva princip jake matematicke indukcije. 1sto kao
1 osnovna, i jaka matematicka indukcija ima bazu, pretpostavku te korak indukcije. Razlika je u
pretpostavci, koja kod jake matematicke indukcije glasi (usporediti s (ii)):

(ii") zatim pretpostavimo da tvrdnja T vrijedi za sve prirodne brojeve k < n, to jest za brojeve 1, 2, 3,
..., =1, odnosno da vrijedi T(1), T(2), T(3), ..., T(n-1).

Sada ¢emo na nekoliko primjera ilustrirati primjenu principa matemati¢ke indukcije.

n(n+1
Primjer 3.1. Dokazite da je zbroj prvih n prirodnih brojeva jednak % .

RjeSenje: Ovaj problem se vrlo elegantno moZe rijesiti primjenom Gaussove* dosjetke (Daki¢ n.a.), no
ovdje ¢emo dati dokaz primjenom (osnovne) matematicke indukcije po n.

1-(1+1
(i) Za k=1 tvrdnja vrijedi jer je 1= % , ¢ime smo provjerili bazu indukcije.

2 Christian Goldbach (1690.—-1764.), Njemacka — Rusija

3 Poznato je da je jos prije Krista Euklid dokazao da ne postoji kona¢an skup koji bi sadrzavao sve proste brojeve. lako je
Euklid svoj dokaz proveo direktnim dokazom, danas je ipak poznatiji dokaz kontradikcijom.

4 Carl Friedrich Gauss (1777.—1855), Njemacka
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(ii) Pretpostavimo da tvrdnja vijredi za neki prirodan broj k=n, to jest da vrijedi

n(n+1
1+2+3+---+(n—1)+n:—( 5 )
(iii) 1 dokazimo da tvrdnja vrijedi i za sljedeci prirodan broj k=n+1, to jest da vrijedi
n+1)(n+2
1+2+3+---+(n—1)+n+(n+1):—( )2( )

Naime, zbog pretpostavke indukcije (ii) imamo

1+2+3+-~+(n—1)+n+(n+1):@Jr(nﬂ)

RN

§to smo i trebali dokazati. Dakle, po principu matematicke indukcije, tvrdnja vrijedi za svaki prirodan
broj. Q.E.D.

Primjer 3.2. Dokazite da postoji beskona¢no mnogo prostih brojeva.

RjeSenje: Prije svega, napomenimo da je ovu tvrdnju dokazao Euklid® direktnim dokazom, a danas je
vrlo poznat i rasiren dokaz ove tvrdnje kontradikcijom. Medutim, Goldbach je matematickom
indukcijom dokazao da su bilo koja dva Fermatova® broja relativno prosta. Da bismo razumieli
Goldbachov dokaz, prvo moramo definirati Fermatove brojeve. Fermatovi brojevi F, su brojevi oblika

F = 2% +1, gdje je n nenegativni cijeli broj (o€ito je da Fermatovih brojeva ima beskona¢no mnogo
jer su prikazani beskona¢nim nizom Fn, n=0, 1, 2, 3, ...). Prvih Sest Fermatovih brojeva su 3, 5, 17, 257,
65537 14294967297=641-6700417, iz cega odmah mozemo uociti da nisu svi prosti brojevi Fermatovi
brojevi (recimo 7 je prost broj, ali nije Fermatov). Nadalje, pokazat ¢emo da su bilo koja dva Fermatova
broja medusobno relativno prosti brojevi (to jest, da im je najveci zajednicki djelitelj broj 1).
Razmotrimo sljede¢u formulu koja predstavlja rekurziju za Fermatove brojeve

ﬁFian—z. ©6)

Nismo sigurni vrijedi li formulu (6) za sve Fermatove brojeve, pa ju trebamo dokazati matematickom
indukcijom po n.

0
(i) Za k=1 (odnosno n=1) lijeva strana relacije (6) postaje HFi:F0:3, a desna strana
i=0

0
F —2=5-2=3, paje doista H F. = F, —2, ¢ime smo provjerili bazu indukcije.

i=0

n-1
(ii) Pretpostavimo da tvrdnja vijredi za neki prirodan broj k=n, to jest da vrijedi H F=F-2,
i=0

n

(iii) 1 dokazimo da relacija (6) vrijedi i za k=n+1, to jest da vrijedi H F =F,, —2. Naime, prema
i=0

pretpostavci indukcije imamo

5 Euklid iz Aleksandrije, (323. pr. Krista-270. pr. Krista), Egipat
6 Pierre de Fermat (1607. — 1665.), Francuska
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" Fi:(nlﬁj'Ff(Fn—Z)Fn- 0
(i)

Budu¢i da je prema definiciji Fermatovog broja F = 2% +1,t0iz (7) slijedi

n

I:IF. Z(Fn —2) F, :(22" +1_2)(22" +1) _ (22“ _1)(22n +1) _o? g .
= (2" +1)-2=F,,-2

Sto smo i trebali dokazati. Dakle, po principu matematicke indukcije, formula (6) vrijedi za svaki
nenegativan cijeli broj.

Uoc¢imo, sada, da smo dokazavsi relaciju (6), zapravo dokazali da su bilo koja dva Fermatova broja
medusobno relativno prosti. Naime, ako brojevi Fi i Fn (Uz pretpostavku i<n) imaju najvec¢i zajednicki

n-1
djelitelj d, tada zbog (H Fij— F, =—2 slijedi da d mora dijeliti broj —2, to jest mora biti ili d=1 ili
-0
d=2. No, d ne moze biti jednak 2 jer su svi Fermatovi brojevi neparni. Dakle, mora biti d=1, ¢ime smo
dokazali da su bilo koja dva proizvoljna Fermatova broja relativno prosti, iz ¢ega slijedi da postoji
beskonacno mnogo prostih brojeva. Naime, izaberimo iz svakog Fermatovog broja njegov prosti
djelitelj, pa budu¢i da su svi Fermatovi brojevi medusobno relativno prosti, izabrani prosti djelitelji
moraju biti medusobno razli¢iti, a kako je Fermatovih brojeva beskonacno mnogo, to je beskonacno
mnogo (razli¢itih!) prostih djelitelja, odnosno beskona¢no mnogo prostih brojeva. Q.E.D.

Kao §to smo ve¢ prije naveli, princip matematicke indukcije se Cesto koristi i u primjenama. Na sljedecih
nekoliko primjera ilustrirat ¢emo primjenu matematicke indukcije u dokazivanju ¢injenica iz podrucja
ekonomije.

Primjer 3.3. Dokazite da je poStanskim markama vrijednosti 3 kune i 5 kuna moguce platiti svaku
cjelobrojnu postarinu koja nije manja od 8 kuna.

Rjesenje: Uocimo da se problem zapravo svodi na to da pokazemo kako se svaki prirodan broj koji nije
manji od 8 moze rastaviti na zbroj trojki i petica. Primjerice, 8=5+3, 9=3+3+3, 10=5+5, 11=3+3+5,
12=3+3+3+3, 13=3+5+5 i tako dalje. Kako bismo pokazali ovu tvrdnju za sve prirodne brojeve n>8,
posluzit ¢emo se matematickom indukcijom.

(i) Bazu indukcije smo ve¢ provijerili za brojeve 8,9, 10, 11, 121 13.
(ii) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki broj k=n,
(iii) 1 dokazimo da tvrdnja vrijedi i za sljede¢i broj k=n+1. Naime, razlikujemo dva slu¢aja:

1. broj n u svom rastavu na trojke i petice ima barem jednu peticu, i

2. broj n usvom rastavu ima samo trojke.
Ako vrijedi prvi slucaj, onda u broju n+1 obriSemo jednu peticu i broj 1 i zamijenimo ih s dvije trojke
(recimo 14=3+3+3+5, pa je 15=14+1=3+3+3+(5+1)=3+3+3+3+3). Ako vrijedi drugi slu¢aj, onda u
rastavu broja n+1 mora biti minimalno tri trojke u zapisu broja n (jer je n+1 veéi od 9), pa obrisemo tri
trojke i broj 1 i zamijenimo ih s dvije petice (recimo 14=3+3+3+5, pa je 15=14+1=3+3+3+5+1=5+5+5).
Ovim smo dokazali korak indukcije. Po principu matemati¢ke indukcije, tvrdnja vrijedi za svaki
prirodan broj n>8. Q.E.D.

Primjer 3.4. U financijskoj i gospodarskoj matematici (primjerice kod izra¢una konacne i sadasnje
vrijednosti viSe prenumerando i postnumerando iznosa) se Cesto koristi geometrijski niz ay, @, ..., an,
te formula za zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza
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q"-1
. oy
gdje jeg=a, / a,.,, k=2,3,...,n, kvocijent geometrijskog niza (vidjeti Nerali¢ i Sego 2009, Reli¢
2002). Dokazite formulu za zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza.

Sh =8

Rjesenje: U ovom primjeru zapravo Zelimo pokazati da za svaki prirodan broj n vrijedi formula

n-: " _1
s, =a+ag+ag’+ag’++ag 1=al-(;_1 - ®)
1
(i) Za k=1 je s jedne strane S, =a,, a s druge strane s, =a, - g _11 =a,, pa smo time provjerili bazu
q —_
indukcije.
(ii) Pretpostavimo da za k=n vrijedi tvrdnja s_ = a, - g _11, te
q —
n+l
(iii) dokazimo da tvrdnja vrijedi i za k=n+1, to jest da vrijedi s , =4, - g 11 . Naime, iz definicije
q —
sume s i pretpostavke (i) slijedi
n-1 n qn -1 n
Sm=a&taq+--+aq +aq =4a- q-1 +a,4q
(ii) (10)
qn _1+qn+1_qn qn+1_1
& =8

Po principu matematicke indukcije, tvrdnja vrijedi za svaki prirodan broj n. Q.E.D.

Primjer 3.5. Vrijednost (jednog) iznosa Co na kraju n-tog jedini¢nog razdoblja uz pretpostavku da se
kamata obracunava po slozenom kamatnom racunu uz fiksnu kamatnu stopu p u svakom jedini¢nom
razdoblju i da je nacin obra¢una kamata dekurzivan, iznosi

C.=Cl1+- 2| =¢c,r,
100
gdje je r dekurzivni kamatni faktor (vidjeti Nerali¢ i Sego 2009).

RjeSenje. Dokaz provodimo matematickom indukcijom.

(i) Za k=1 tvrdnja vrijedi jer su kamate za prvo (jedini¢no) razdoblje |, = % , paje

CoP P
C1=C0+I1=Co+ﬁ=co(l+ﬁj=cor. (11)
(i) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodan broj k=n, to jest da vrijediC, = C,r",
(iii) te dokazimo tvrdnju za sljede¢i prirodan broj k=n+1, to jest pokazimo da vrijedi C,,, = Cor”*l.
Naime,
(ii)
C.=C o+l =C+SP_c [1+ l) —C.r=C,r"r =Cyr", (12)
100 100
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S§to smo 1 trebali dokazati. Po principu matematicke indukcije, tvrdnja vrijedi za svaki prirodan broj n.
Q.E.D.

3.2. Dokaz Farkaseve leme

Farkaseva lema se moze iskazati na viSe nacina, kako smo ve¢ vidjeli u prethodnom poglavlju (vidjeti
tvrdnje 2.1. i 2.2.). Shodno tome, treba naglasiti kako je Farkaseva lema kroz povijest dokazivana na
razlic¢ite nacine, pri ¢emu se tezilo prezentiranju S§to jednostavnijeg i elegantnijeg dokaza (vidjeti
primjerice Bartl 2008, Bartl 2012a, Bartl 2012b, Brentjes 1994, Ja¢imovi¢ 2011, Juki¢ 2015,
Mangasarian 1969, Marjanovi¢ 1972, Simonnard 1966, Svanberg 2008). Medutim, ve¢ina tih dokaza su
temeljena na netrivijalnim ¢injenicama iz teorije optimizacije, nelinearnog programiranja, topologije ili
(linearne) algebre. Posebice je u nekoliko radova naglaseno kako se Farkaseva lema moze elegantno i
jednostavno dokazati u okviru (linearne) algebre (vidjeti Bartl 2008, Bartl 2012a, Bartl 2012b), no to
nije u potpunosti to¢no jer dani dokazi podrazumijevaju poznavanje pojmova poput linearnih operatora
nad odredenim vektorskim prostorima, matri¢no prikazivanje linearnih preslikavanja i sli¢no, §to
svakako nije pogodno za Citatelja koji linearnu algebru poznaje u terminima matricnog racuna. Upravo
zbog toga ¢emo sada dokazati Farkasevu lemu u terminima matri¢nog racuna, te primjenom
matemati¢ke indukcije, nadajuéi se pritom da ¢e ovaj dokaz biti razumljiv svim Citateljima koji koriste
Farkasevu lemu u svom radu, a po osnovnom obrazovanju nisu matematicari. Posebno isti¢emo da bi
ovaj dokaz mogao biti od velike koristi studentima ekonomije ili drugih primjenjenih znanosti, kako bi
lakse razumijeli ispitno gradivo raznih kolegija poput Linearno i nelinearno programiranje, Operacijska
istrazivanja, Teorija igara, Financijsko modeliranje i drugih. Takoder, napominjemo da dokaz koji
slijedi je preuzet iz (Ja¢imovi¢ 2011). Ipak, nasa prezentacija dokaza je popracena detaljnim
objasnjenjima te ispravcima greSaka koje Ja¢imovi¢ ima u svom radu. Kako su tvrdnje 2.1. 1 2.2.
medusobno ekvivalentne, slijedi dokaz Farkaseve leme koja je iskazana kao tvrdnja 2.2.

Dokaz tvrdnje 2.2.: Dokaz provodimo po n e A, odnosno po broju stupaca matrice Ae M (“ ) :

(i Zan=1je A=aeM, (" ), pasustavi (3) i (4) prelaze u sljede¢i oblik:
ili
postoji x>0 t.d. ax=b (a,be” ")

ili

postoji ze~ " t.d.(a,z)<0i (b,z) >0,
§to je ocito to¢no (vidjeti Dodatak 1.).
(i) Pretpostavimo da tvrdnja 2.2. vrijedi za neki n>1,
(iii) i dokazimo da za m-komponentne vektore al, a2, ..., a™tili
(1) postoje nenegativni realni brojevi xi, Xz, ..., Xn, Xn+1 takvi da je b=x;a'+. .. +xpa"+Xpr1a"!
ili
(I postoji ze ™~ ™ tako da vrijedi <a1, z> <0,.., <a“, z> <0, <a“*1, z> <0 ,(b, Z) >0.
Prema pretpostavci indukcije, imamo da ili (i) postoje nenegativni realni brojevi xi, X2, ..., X, takvi da je

b=xia'+...+xxa" ili (i) postoji z €~ " takav da je <a1, z> <0, .., <a”, z> < O,(b, Z) > 0. U slucéaju (i)

dovoljno je staviti x,+1=0 i dobit ¢emo da je (I) tocno. U slucaju (ii), imamo dvije moguénosti: ako je
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<a“*1, Z> < 0 odmah imamo da je (11) to¢no. S druge strane, ostaje nam razmotriti mogucnost da postoji

Z e~ "tako daje <a1,7> <0, ..., <a”,7> <0,(h,Z)>0, ali <a”*1,7> >0.

Promotrimo sada dva sustava

(A) <al,z>sO, <a”,z>so,<a”+l,z>so ,(b,z) >0,i

(B) <a1,z> <0, ..., <a”,z>so,<a”*1,z> =0,(b,z)>0.

Jasno je da je svako rjesenje sustava (B) ujedno i rjeSenje sustava (A). Nadalje, ako je z rjeSenje sustava
n+l

(A), tada je 2z —%7 rjeSenje sustava (B). Dakle, (A) ima rjeSenje (u tom slucaju je (I1) to¢no)

>0,tj.#0
ako 1 samo ako (B) ima rjesenje.

o a',z
Promotrimo, sada, vektore ¢' =a' —Aa™, i=12,..,n i b'=b—a"™, gdje je A :% <0 i
<an+ ’ Z>
(b,Z) . - o
= m > 0. Lako je za provjeriti da sustav (B) ima rjeSenje ako i samo ako sustav
a"",z

(©) <cl,z> <0, ..., <c”,z> s0,<a”*1,z> =0,(0',z)>0,

ima rjesenje.

Koristenjem pretpostavke indukcije imamo da: ili (j) postoje nenegativni realni brojevi yi, ya, ..., yn takvi
da je b'= yic™+ yoc?+ ...+ yac" ili (jj) postoji u e~ ™ takav da <c1,u> < O,...,<c”,u> <0 ,<b',u> >0,

(@)

U slucaju (jj), imamo da je vektor Z=U—yZ,gdjeje y = m , rjeSenje sustava (C), iz Cega slijedi
a ,Z

da vrijedi (I1).

Ako postoje nenegativni relani brojevi yi, ya, ..., yntakvi da je b'= yict+ yoc3+ ...+ ync" (sluéaj (j)), tada
je

n+1 n+1

=yc+--+yc =ya-Aya™+--+ya —Ay.a

n+1l

b'=b-pua
Dakle,

n+1

b = ylal t+ee ynan + yn+la '
gdjeje yi, ¥z, ..o, Yni Yoy = =AY, — Ay, = 0. To znaci da je (1) totno. Q.E.D.

4. Primjena Farkaseve leme u modelima vrednovanja financijske imovine

U ovom poglavlju iznosimo jednu ekonomsku primjenu Farkaseve leme u podrucju teorije vrednovanja
financijske imovine. Naime, teorija vrednovanja imovine usmjerena je na objasnjavanje cijena
financijske imovine u uvjetima neizvjesnosti (Qian 2011:1) pri ¢emu koristi razlicite financijske modele.
Polaze¢i od niza pretpostavki, veze izmedu slucajnih varijabli nastoje se opisati skupom matematickih
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izraza, na temelju kojeg se formira financijski model. Takav model je u pravilu simplificirana i
apstraktna slika stvarnosti koja nastaje formaliziranim zapisom pretpostavki o funkcioniranju trzista,
odnosno trzi$nih sudionika i financijskih instrumenata. Prema Fabozzi (2013:xviii), cilj modela za
vrednovanje financijske imovine je opéenito formaliziranje odnosa izmedu prinosa i rizika koji bi trebao
postojati ako se investitori ponasaju na pretpostavljeni nacin. Takav formalni zapis ¢esto omogucuje
analizu modela, odnosno ispitivanje veza izmedu varijabli modela uvazavaju¢i ogranic¢enja modela.
Modeli za vrednovanje financijske imovine razlikuju se po razli¢itim pristupima i/ili broju pretpostavki
koje koriste za objaSnjavanje odredenih trziSnih fenomena. Jedan od vaznijih koncepata u teoriji
vrednovanja je pojam arbitraze. Pod pojmom arbitraza se u ekonomiji najées¢e misli na aktivnost
(strategiju) kojom se moze ostvariti nerizi¢ni profit, i to na temelju uocavanja nepravilnosti u
vrednovanju imovine od strane trzista. Na primjer, prilika za nerizi¢nu arbitrazu postoji kada postoji
razlika u cijenama iste vrste imovine na razli¢itim trzistima. U slucaju da se uoce takve nepravilnosti,
trzi$ni sudionici ¢e na trziStu s manjom cijenom kupovati, a na trzistu s veCom cijenom prodavati tu
imovinu. Pove¢ana potraznja na jednom, odnosno povec¢ana ponuda tog dobra na drugom trzistu bi
trebala dovesti do izjednacavanja cijena na oba trzistima. No, nerizi¢nu arbitrazu je moguée izvesti i
kada se uoci da postoje razlic¢ite imovine (portfelji) koje imaju jednake novcane tokove (isplate, engl.
payoffs), ali ¢ije su trenutne cijene razli¢ite. Drugim rije¢ima, prilika za nerizi¢nu arbitrazu postoji ako
1 samo ako je moguce sastaviti portfelj koji ima jednake isplate kao i referentni portfelj, ali tako da su
im cijene razli¢ite. Takav portfelj nazivamo repliciraju¢im portfeljem. Ukoliko se ukaze prilika za
nerizi¢nu arbitrazu, pretpostavlja se da je ona kratkotrajna jer aktivnosti trziSnih arbitrazera dovode do
toga da se imovine s jednakim isplatama prodaju po jednakim cijenama (Fabozzi, xx).

Iako je poznato da se cijene imovina na trzistu formiraju pod utjecajem mehanizama ponude i potraznje,
kako bi se odredila (teorijska) cijena neke imovine, u ekonomiji se ¢esto primjenjuju modeli vrednovanja
razlicite imovine. Potreba za odredivanjem teorijske cijene postoji, na primjer, kada nije poznata trzi§na
cijena imovine, kada se neka imovina tek uvodi na trziste, odnosno kada se Zeli procijeniti je li trziste
korektno vrednovalo odredenu imovinu (moguénost arbitraze). Jedan pristup vrednovanju financijske
imovine polazi od pretpostavke da nerizi¢na arbitraza nije moguca. Takva pretpostavka implicira da nije
moguce ostvariti nerizi¢ni profit na temelju uocavanja nepravilnosti u vrednovanju imovine, odnosno
da sva imovina koja ima jednake isplate, ima i jednake cijene. Tada kazemo da vrijedi zakon jedne cijene
(Fabozzi 2012:52). Ako vrijedi zakon jedne cijene, tada je neke kompleksne vrste imovina (kao §to su
izvedenice) moguce vrednovati koriStenjem koncepta replicirajuceg portfelja ¢ija je cijena poznata.

Kako bismo mogli analizirati arbitrazu, uvesti ¢emo jednostavni dvoperiodi¢ni model ekonomije. Potom
¢emo pokazati primjenu Farkaseve leme, pri ¢emu se opredjeljujemo za prezentaciju modela koja je
pogodna za studente ekonomije sa osnovnim znanjem o linearnoj algebri. Kao izvor za osnovne
definicije koristimo Fabozzi (2013).

Pretpostavimo da razmatramo trziste na kojem postoji h imovina, te da ekonomija u sljede¢em razdoblju
mozZe poprimiti m stanja (na primjer: recesija, ekspanzija, nepromijenjeno stanje i sli¢no). Takoder, neka
su xij isplate i-te imovine u j-tom stanju, prikazane u matrici X=[x;], i=1,...,n, j=1,...,m. Pritom je jedina
nesigurnost u modelu dana s nesigurnosti koje ¢e stanje nastupiti, a isplate imovina u razli¢itim stanjima
su deterministicki odredene. Cijene imovina su dane vektorom cijena p =( PPy pn) ,
W=(W,W,,...,W,) je vektor portfelja &iji elementi predstavljaju novcane iznose pojedine imovine u
portfelju, a transakcijski troskovi su zanemarivi. Isplata portfelja w u sljede¢em razdoblju dana je
vektorom

XV=X"w. (13)

(m,1) (m,n) (n2)

Ujedno, ako postoji vektor portfelja v=(V;,V,,...,v, ), takav da je

X'v=X"w,v=w, (14)

kazemo da je portfelj w mogucée replicirati. Ukoliko je u portfelju v moguée zauzeti suprotnu poziciju u
odnosu na portfelj w, tada se ocito portfelj W moZe savrseno pokriti (mogu¢ je savrseni hedging). Dakle,
ukoliko je poznata matrica isplata imovina u sljede¢em razdoblju, te portfelj w, izraz (14) koristimo za
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definiranje portfelja w za savrseni hedging. Za portfelje w i v za koje vrijedi (14), treba vrijediti i zakon
jedne cijene:

p(X"v)=p(X w),v£w, (15)

Ako neki trzi$ni sudionik zeli ostvariti to¢no odredenu isplatu portfelja u svakom od m stanja, njegove
mogucénosti ovise o trziStu, odnosno o broju i karakteristikama imovine koju moze kombinirati u
portfelju. Tada se problem izbora portfelja s zeljenim isplatama moze svesti na rjeSavanje sustava (13),

gdje je vektor portfelja w vektor nepoznanica. Opéenito, bilo koji portfelj X" mozemo smatrati jednom
imovinom, pa ¢emo u nastavku te rijeci koristiti kao sinonime.

Nadalje, uvesti ¢emo vektor ( :(ql,qz,...,qn) ¢iji elementi gj oznacavaju (trenutnu) cijenu novéane

jedinice koja se isplacuje ako u ekonomiji u sljedeCem razdoblju nastupi stanje j, j=1,...,m.” Ako je
poznat vektor g, tada je cijena i-te imovine:

m
pio =0 X, + 0y %+ 0 Xy = quxij ,ie{l2,...n} (16)
j=1
a cijene svih imovina prikazujemo vektorom cijena p°:

p’=[ p’]=Xa. (17)
Trenutnu cijenu portfelja w ra¢unamo formulom:

= p"Tw=(Xq)T w=q" X"w. (18)
Nerizi¢na arbitraza bi bila moguca kada bi vrijedilo da imovine w i v imaju jednake isplate u svim
stanjima, ali da je p(X"w )>p( X v ). Tada bi arbitrazeri kupovali imovinu v (duga pozicija) i kratko
prodavali imovinu w (kratka pozicija), ostvarili bi zaradu na temelju trenutne razlike u cijenama, a kratke
i duge pozicije zatvorili u sljedecem razdoblju bez troskova. Takoder, nerizicna arbitraza bi bila moguca
kada bi portfelji w i v imali jednake cijene, pri ¢emu je, na primjer, X W > X'v . Tada bi arbitraZeri
kupovali imovinu v (duga pozicija) i kratko prodavali imovinu w (kratka pozicija), ne bi imali nikakav
troSak u trenutku sastavljanja pozicije, a u sljede¢em razdoblju bi prilikom zatvaranja pozicija ostvarili
zaradu. Na temelju prethodnog, definirajmo opéenito dva oblika arbitraze, arbitrazu tipa A 1 arbitrazu
tipa B.

Arbitraza tipa A je strategija koja ima zaradu u trenutku sastavljanja a u svim moguéim buduc¢im
stanjima nema nikakvih troskova. Drugim rijeCima, arbitraza tipa A ima negativnu cijenu u trenutku to
i nenegativne isplate u svim mogu¢im stanjima u trenutku ti, to jest, ako i samo ako postoji portfelj
weR" takav da je

X"w>0ip_w<0, (19)

Arbitraza tipa B je strategija koja ne kosta nista u trenutku sastavljanja i u sljede¢em razdoblju ostvaruje
zaradu. Drugim rije¢ima, strategija ima nepozitivnu cijenu u trenutku to i Sve nenegativne isplate u svim
mogucim stanjima u trenutku t;, pri cemu je barem jedna isplata strogo pozitivna, odnosno ako i samo
ako postoji vektor weR" takav da je

X'w>0 i pP”w<0. (20)
Primijetimo da ¢emo slabi oblik arbitraze tipa B dobiti ako postoji vektor weR" takav da je

p*w=0i X'w>0, (21)

7 Ovaj vektor nazivamo jo§ i vektorom cijena Arrow-Debeuovih vrijednosnica ili vektorom cijena stanja (Arrow, xx), vidjelti
Arrow (1964), Debreu (1959), Arrow i Debreu (1954).
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dok ¢emo slabi oblik arbitraze tipa A mo¢i napraviti ako postoji vektor weR" takav da je

p’w<0i X'w=0. (22)

Sada ¢emo istaknuti vaznost Farkaseve leme, te prodiskutirati posljedice primjene. Dakle, ako i samo
ako postoji prilika za arbitrazu, tada sustav (19) ima rjesenje. Prema Farkasevoj lemi, to bi znacilo da
sustav XA= p°, 1>0, A€ ™, nemarjeSenje. S obzirom da smo u (18) zapisali da je p° = Xq, sada
¢emo slijediti uvedenu notaciju, te dalje sustav razmatramo u obliku Xg= po, q>0,qe” ".
ZakljuCujemo da je arbitraza moguca kada sustav p0 =Xg, 4=0,ge” " nije rjesiv. Naime, ako

vrijedi X w>0 i p”'w <0, slijedi: p"w=(Xq)' w=g" X"w <0, pa nejednakost vrijedi ako i
>0
samo postoji vektor q<0, qe~ ™. U ekonomskoj interpretaciji, iz prethodnog zakljuéujemo da je

arbitraza moguca ako novc¢ana jedinica u nekom sljede¢em stanju danas ne kosta nista, odnosno ako je
njezina cijena danas negativna.

S druge strane, pretpostavimo da postoji vektor >0, e~ " koji je rjesenje sustava p0 = X(. Tada

T -

arbitraza nije moguca jer je P”'W=(Xq) w=q" X"w>0. Dakle, u ekonomskoj interpretaciji,
>0 >0

postojanje vektora q znaci da je cijena svake imovine odredena s cijenom novc¢ane jedinice u stanju j

(Varian 1987). Drugim rije¢ima, arbitraza nije moguca ako je novéana jedinica u nekom stanju jednako

vrednovana neovisno o tome od koje imovine dolazi ako rizik ostvarivanja nov¢ane jedinice ovisan o

stanju koje nastupi, ne o konkretnoj imovini. Podijelimo li sve elemente vektora u jednakosti (17) sa

sumom elemenata vektora g, u oznaci |q|1 =0, +0, +..+0,, dobijemo

P =P = Xq =X (23)
jol, " lal,
Ocito je zbroj svih elemenata vektora § jednak 1 pa se vrijednosti elemenata tog vektora mogu

interpretirati kao vjerojatnosti. Ove vrijednosti nisu ,,prave vjerojatnosti nastupa odredenog stanja, i
nazivaju se vjerojatnostima neutralnim na rizik (engl. risk neutral probabilities). Ako E° predstavlja
ocekivanje uz vjerojatnosti neutralne na rizik, slijedi:

o= g =[xJarg =D Ja=E[x]. i) 24)

Zaklju¢ujemo da, ako i samo ako postoji g koji je rjeSenje sustava (17), postoje i vjerojatnosti uz koje je
normalizirana cijena imovine jednaka njezinoj o¢ekivanoj vrijednosti.

Koristenjem Farkaseve leme, dosli smo do zakljucka da arbitraza nije moguca ako su sve buduce
jedini¢ne isplate (koje imaju jednaku razinu rizika) jednako vrednovane od strane trzista. Takoder, iz
Farkaseve leme proizlazi da je egzistencija vjerojatnosti neutralnih na rizik (i samog koncepta
vrednovanja s rizik-neutralnim vjerojatnostima) uvjetovana odsutnosti prilike za arbitrazu (Ja¢imovi¢
2011). Koncept replicirajuceg portfelja i vrednovanja s vjerojatnostima neutralnih na rizik koristi se, na
primjer, prilikom vrednovanja kompleksnih vrsta imovine, kao §to su opcije (vidjeti binomni model
(Cox, Ross i Rubenstein (1979)), ili Black — Scholes model (1973), i druge). Zato u nastavku najprije
dajemo primjer modela trziSta s moguénosti arbitraze, a zatim ga proSirujemo na opceniti
pojednostavljeni model za vrednovanje opcija.

Primjer 4.1

Razmatramo dva portfelja, portfelj 1 (P1) i portfelj 2 (P2). Njihove trenutne cijene su redom p;=6 i
p2=10. Pretpostavlja se da ekonomija u sljede¢em razdoblju moze poprimiti dva stanja: nepromijenjeno
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stanje ili ekspanziju. Ocekivane isplate portfelja su prikazane u tablici 1. Ispitajmo postoji li moguénost
za arbitrazu.

P1 | P2

nepromijenjeno | 4 | 4

ekspanzija 10 | 12

Tablica 1. — Isplate portfelja
4 4

Dane podatke zapisat ¢emo matriéno: p° = [6 10]', X = 0 12

] q" =[a, d,]" Provjeravamo

postoji li q" =[q, 0,]>0 zakoji sustav:

6 |4 4|
10| |10 12||q,
ima rjesSenje:

4 46| |1 13/2~1 113/2 ~113/2 |10 4
10 1210 |1 6/5 1 0 1/5/-1/2 0 1-5/2 0 1|-5/2|

S obzirom da je rjesenje ' = [4 -5/ 2] # 0, postoji prilika za arbitrazu.

Primjer 4.2 — Vrednovanje opcija®

Razmatramo trziSte na kojem imamo dionicu, te nerizicnu imovinu i europsku call opciju sastavljenu na
razmatranu dionicu. Trenutna cijena dionice je So, cijena obveznice B, a izvrsna cijena call opcije je E.
Cijena dionice u sljedeCem mjesecu moze se s prethodne razine povecati za U% s vjerojatnoscéu p ili
smanjiti za D% s vjerojatnoséu 1/ 1p. Takoder, pretpostavljamo da je trziSte efikasno (i nema
transakcijskih troskova), nerizi¢na kamatna stopa i za sljedeéi period je fiksna, 1 >0, r=1+i je nerizi¢ni
dekurzivni kamatni faktor, nema isplate dividendi na dionicu kroz promatrano razdoblje do dospijeca
opcije.

Neka je u= (1+U%) faktor povecanja cijene dionice, odnosno d = (1+ D%) faktor smanjenja cijene
dionice i u>d. Ako se cijena u sljedeem razdoblju poveca za U%, tada cijena iznosiS, =us, ,
odnosno S, =dS, ako se smanji. Nadalje, ako call opcija na dospijece vlasniku donosi zaradu, tada ¢e

je vlasnik izvrsiti, u suprotnom ¢e je ostaviti da istekne. S obzirom da call opcija daje moguénost kupnje
vezane imovine po izvr$noj cijeni, vlasnik ¢e je izvrsiti ako je S, —E >0 , gdje je S, cijena dionice na

dospijece. Prema tome, isplata call opcije na dospijece se moze zapisati kao max{O, S; - E} . Vrijednost

nerizi¢ne imovine u sljede¢em periodu uz nerizi¢énu kamatnu stopu i je rB.
Matrica isplata imovina u sljede¢em periodu je:
Sd Su
X =|rB rB ,
max{0,S, —E} max{0,S, —E}

pri cemu je pOT = [So B Co] . Koriste¢i Farakasevu lemu, utvrdili smo da arbitraza nije moguca

ako postoji rjeSenje sustav p0 = Xq, g=0. Kada uvrstimo vrijednost, slijedi:

8 Primjer formiran prema Vanderbei (online [12.12.2017]), te Cox, Ross i Rubenstein (1979).
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Sq Sy So
B rB [ql} =| B

max{0,S, —E} max{0,S, —E}
{%}20
Q.

Izdvojit ¢emo prve dvije jednadzbe, te trazimo rjeSenje sustava
Sg Syl G _ S
rB rB||q, B|

Lako se pokaZe da je matrica X regularna (trziste je potpuno), te slijedi

4] [Se ST S] 1 B s,
9| |rB rB| |B| S,rB-S,rB|-rB S, || B

B 1 rBS,-S,B | 1 rBs, —us,B
 rB(S,~S,)|-1BS,+S,B| rBS,(d—u)|-rBS,+ds,B

ol Tl

Pritom mora vrijediti daje q >0, pazbog d —u <0 mora vrijediti d <1 <U. Iz treée jednadzbe slijedi
q, max {0,S, —E}+q, max{0,S, —E} =c,,

te uvrStavanjem dobivenih rjeSenja za (1 i (2 iz prve dvije jednadZzbe dobivamo:

r—u d-r

—_— 0,S,-E{t+—— 0,S,-Ej{=c,. 2
r(d_u)max{ ] }+r(d_u)max{ .—E}=¢, (25)
r—u d—r d-u

1
S obzirom da je = = P dijeljenjem jednadzbe (25)s i, slijedi
r

r(d —u)Jr r(d-u) r(d-u)

r-u d-r

—max{0,S, —E}+——max{0,S,—E} =rc,.

d-u 0.5, -} d-u 0.5, ~Ej=rc,

Takoder, ~—— +u:1, pase ——1 j umogu interpretirati kao vjerojatnosti. U skladu sa
d-u d-u d-u d-u

zakljuCkom koji slijedi iz izraza (23), uoavamo da te ,vjerojatnosti“ ne ovise o ,,pravim‘
vjerojatnostima p, odnosno 1-p, odnosno to su vjerojatnosti neutralne na rizik. Dalje, piSemo:

=8 max {0, s, —E}+g ~Imax{0,s, - E}

_ _ 1
cozd u r u :FEQ[CT]’

Sukladno izrazu (24), uo¢avamo da cijena call opcije mora biti jednaka diskontiranoj ocekivanoj
vrijednosti call opcije uz vjerojatnosti neutralne na rizik.
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U prethodnom izvodu smo pokazali kako iz Farkaseve leme mozemo izvesti formulu za vrednovanje
opcija. Tako simplificiran, ovaj pristup je osnova izgradnje dinamickih viseperiodi¢nih modela (Cerny,
2009:1).

5. Zakljutak

U radu je predocen dokaz Farkaseve leme matematickom indukcijom s detaljnim objasnjenjima. Dokaz
je intuitivan i, nadamo se, prikladan za sve Citatelje koji u svom radu koriste ovu lemu a pritom nisu po
osnovnom obrazovanju matematicari. Takoder, smatramo da je ovakav dokaz posebno prikladan za
studente ekonomije, ali i za studente drugih fakulteta, koji tek uce o osnovama optimizacije. U radu
iznosimo i primjene Farkaseve leme u ekonomiji. U radu se prezentira i jednostavni dvoperiodi¢ni model
ekonomije na temelju kojeg se zeli pokazati zasto je matematicko modeliranje trzi$nih uvjeta pogodno
za analizu modela te kako primjenom teorije iz linearne algebre mozemo analizirati ekonomske modele
ovog oblika. Pokazano je zasto je nemogucénost arbitraze vazna pretpostavka za modele za vrednovanje
financije imovine, te na koji nacin iz Farkaseve leme izvodimo rizik-neutralno vrednovanje. Koncept
rizik-neutralnog vrednovanja jedan je od vaznijih dostignuca u teoriji vrednovanja i vjerujemo da je u
danim primjerima pribliZen studentima ekonomije.
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