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Uvod
Odavna se smatra da su najljepsi, najelegantniji i najuvjerljiviji dokazi u matematici oni koje mozemo
prikazati jednom razumljivom slikom (uz mozda po koju rije¢) ili nekom kratkom recenicom/formulom.
Slikovni ili vizualni dokazi se jos kolokvijalno nazivaju dokazi bez rije¢i. Uclenici, studenti, nastavnici,

znanstvenici i drugi ¢esto mogu s lakocom razumijeti upecatljive jednostavne slike i/ili kratke pri¢ice i mozda
ih trajno usvojiti i zapamtiti. Uostalom, kaze se dobra slika vrijedi tisucu rijeCi, dobra slika pola zadatka ili
kratka priCa-sve jasno. S takvom slikom ili kratkim opisom dokaza moZemo unaprijediti i poboljsati kretivnu
nastavu matematike, konkretno pridonijeti njenom kurikularnom unaprijedenju i uciniti nastavu dinamicnijom,
zanimljivijom i zabavnijom. U ovom ¢lanku prikazat ¢emo neke od takvih dokaza.
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Clanak posvecujemo nadim dragim profesorima, prijateljima, kolegama i koautorima akademiku Sibi
Mardesicu (1927. — 2016.) i prof.dr.sc. Borisu Pavkovi¢u (1931. — 2006.) ( Slika 16 na kraju ¢lanka).

1 Pitagorin poucak

Pitagorin poudak! jedan je od najistaknutijih, najcitiranijih i najpoznatijih pou¢aka u matematici uopce.
Poznato je oko 400 razli¢itih dokaza tog jednostavno veli¢anstvenog poucka.
Dokaz 1. Hrvatski receno, u pravokutnom je trokutu cCetvorina (kvadrat) nad najveéom stranicom jednaka

zbroju Cetvorina nad ostale dvije stranice (vidjeti Sliku 1).

C iy
I
a b
r V q
B N c A
o iy
Slika 1: Geometrijski dokaz Pitagorina poucka 1
Odnosno formulom
a® = pc 2 2 2
) —a"+b =c". (1)
b* = qc
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Dokaz 2. Cetvorina nad zbrojem dviju manjih stranica je etvorina nad najve¢om stranicom uvecéana za Cetiri
povrsine tog pravokutnog trokuta (vidjeti Sliku 2.).

il

b

Slika 2: Geometrijski dokaz Pitagorina poucka 2

Odnosno formulom

Pa(i)b = Pc(4) + 4PA(4) (2)
tj.
(a+b)2:c2—|—4-%b — a? + b = . (3)

Neka je A (n) trokut s kutom 7 — % (ili %), za bilo koji cijeli broj n > 3. Neka su stranice uz taj kut a i b,
te ¢ stranica nasuprot tome kutu. Oznacimo s Px(n) povrsinu pravilnog n- terokuta stranice x, a s PA(n)
povrsinu takvog trokuta. Povrsina pravilnog n-terokuta nad zbrojem a + b stranica trokuta uz kut m — % (ili

%) je povrsina pravilnog n-terokuta nad stranicom c trokuta uvec¢ana za n povrsina tog trokuta A (n) [6].
Dakle,
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P = P 4 nPp (). (4)

Pogledajmo za n = 3 i n = 6 dokaz bez rijeci (vidjeti Sliku 3.). Za n = 4, to je Pitagorin poucak.

o

27
6

Slika 3: Geometrijski dokaz poopc¢enog Pitagorina poucka 3

2 Aritmeticko-geometrijska (A-G) nejednakost

Za pozitivne (realne) brojeve x, y vrijedi wTw > \/@ Jednakost vrijedi ako i samo ako je x = y. Algebarski
dokaz je doslovce trivijalan

T+ _
= = (VE-ye) 2o (5)

Pogledajmo nase geometrijske dokaze
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Slika 4: “Astronomski dokaz”

H

=

Slika 4: “Satelitski dokaz”

Slika 4: Geometrijski dokazi A-G nejednakosti
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Dakle, u prvom dokazu (Slika 4) vidimo da se radi o elipsi za koju vrijedi

T+y -
5 =a>b= /7y, (6)

gdje je a velika poluos, a b mala poluos i vrijedi da je a > b, jer je x = a — ¢, a y = a + e(gdje je e linearni
ekscentricitet) pa stoga b = a? — e? = zy

U drugom dokazu (Slika 4) je |OS| udaljenost satelita S do sredista Zemlje O, a |SH| udaljenost do
horizonta. Zakljuc¢ujemo

THY oo (GH L
5 = 05| 2 |[SH| = /zy. (7)
Opca A-G nejednakost za pozitivne brojeve x1, 2, ..., T, je
T+ a2+t
A: L 2n n2€/$1'$2“'$n:G- (8)
Kombinatorni dokaz provodimo tako da tvrdnju prvo dokaZzemo za pozitivne cijele brojeve x1,x2, ..., Ty.
Neka su X; i Y konacni disjunktni skupovi, gdje je 7 = 1,2, ...,ni vrijedi
n
| Xi| =nx; i |Y]:nA:Ea:i. (9)
i=1

Konstruirajmo injekciju f: X1 x Xo X --- x X, =Y X ... XY = Y"¢ime dokazujemo da je
(n@1) - (na2) - - (nan) < (nA)". (10)

Prvo, za m = 2, promatramo dva skupa S i T, pri ¢emo je |S| =a < b= |T|i neka je top € T. Zbog
a < b — 1postoji injekcija g: S — T\ {to }
Definirajmo injekciju

F:8XT = (SU{te}) x (T\{to}), [ = fig (11)
formulom
f(s,t) = (s,t) za t#to i f(s,t0) = (to,9(s))- (12)
Ovo je, zapravo, kombinatorni dokaz nejednakosti
ab<(a+1)(b—1). (13)
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Ako su svi x; jednaki u (8) dobivamo jednakost. Provjerimo Sto se dogada ako nisu svi x; jednaki. Postoje %,
takvi da je ; < Aix; > A. Odaberimo z; € X}, i premjestimo ga u X; te konstruirajmo injekciju

Fag: Xi x X = (X; U{a1}) x (X;\ {=}) = XV x x1V). (14)

Pomocu nje dobivamo injekciju

n n 1
fe I = T X (15)
k=1 k=1
gdje je X,El) =Xy zak #1,j
xM =Xu{a), X=X\ {=) (16)

i s novim produktom nastavimo na isti nacin s injekcijom
T+ . TT v®
] X = [ X (17)
k=1 k=1

itd. sve dok ne dostignemo m € N takav da je ‘X,Em)‘ = |Y|za sve 1 < k < m, i bijekciju

n
. (m)
h:i|]| X~ —Y". (18)
k=1
Kompozicija funkcija
n
f::hofmo...ofyHXk%Yn (19)
k=1
trazena je injekcija.
Ukoliko su x1,x2,...,x, > 0 bilo koji realni brojevi, onda se prethodno rezoniranje primijeni na sve 2" A-G
nejednakosti primijenjene na sve “podove” | | i “stropove” [ | svih brojeva, pa zbog konveksnosti i
neprekidnosti tvrdnja vrijedi i za njih.
Topoloski dokaz.
max{\"/:clwg---wn cx; > 0, sz =S} (20)
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se dostize u to¢ki 1 = 2 = ... = z, = S/n To je zbog kompaktnosti simpleksa i neprekidnosti produkta.
Stoga je

S/nz\“/:cla:z...a:n. (21)

Geometrijska interpretacija A-G nejednakosti je

2" (@ w4+ x) 202" T Ty T (22)
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L "

Slika 7: Kvadar B

Slika 7: Kocka C

Slika 7: Geometrijski dokaz A-G nejednakosti
Lijeva strana ukupan je zbroj duljina bridova kvadra (kutije) tj. to je opseg (perimetar) per(B) kutije B, Ciji
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su bridovi u jednom vrhu xi,%9,...,Z,. Desna strana je takoder opseg per(C) kocke C

brida [\sqrt[n][{x_{1}\cdot x_{2} \cdots x_{n}}\ (=y) istog volumena z; - T2 --- =, kao B. Dakle, A-G
nejednakost je

vol(B) = vol(C) = per(B) > per(C)

i izriCe izoperimetrijski poucak: Kocka ima medu svim kvadrima istog volumena najmanji opseg (najmanje
Zice treba za kocku istog volumena). Promotrimo opcu izoperimetrijsku nejednakost

(S/n)* > w, V"1, (23)

pri ¢emu je V =woly(K), S =wol,—1(0K), tj. V je n-dimenzionalni volumen n-dimenzionalnog
konveksnog tijela K C R" (kompaktni, konveksni skup s nepraznom nutrinom), a S je volumen
(n — 1)-dimenzionalnog ruba 0K (“povrsine” tijela K).

wn je volumen jedini¢ne kugle B* = {z € R™:||z|| < 1}. Poznato je da w, = 7% /T'(n/2 + 1), gdje je

o0
I'(z) =/ t" tet dt (24)
0
gama funkcija; w1 = 2, we =T, w3 = %77, Wy = %w2, ... . Jednakost se u izoperimetrijskoj nejednakosti

dostize ako i samo ako je K kugla. Od svih tijela jednake povrsine kugla ima najveci obujam. Standardni
dokaz izoperimetrijske nejednakosti se (aproksimacijama) svodi na Brunn-Minkowskijevu nejednakost za
neprazne kompaktne skupove X,Y C R™:

1 1 1
[vol (X +Y)|™ > [wol (X)]™ + [vol (Y)]™, (25)
pri ¢emu je X+Y={zx+y:zec X,y€eY} vektorski zbroj skupova. Ovo se pak (ponovno
aproksimacijama) svodi na kvadre (kutije) s bridovima x1,z2,...,Zn i Y1,¥Y2,...,Yn U jednom od vrhova na
nejednakost

3|~
V
—=
Ve
8
N—
3=
_|_
—=
&
SN—r
EIs

ﬁ(iﬁz +yi)r >

(26)
i=1 i=1 i=1
Zbog A-G nejednakosti to je ekvivalentno s
(2 2
U() UGS =2 G s Ee) o
1 \Ti + Y 1 \%i +Yi n = \ % + ¥y n = \zi + ¥y

Vol 32.
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Osim standardnih dokaza indukcijom, ili rabeci konveksnost postoje i manje standardni: algebarski, topoloski,
fizikalni (termodinamicki) i drugi dokazi A-G nejednakosti kao i mnogobrojne primjene i uz to vezani problemi

s elipti¢kim integralima.

Za dane realne brojeve x,y > 0, definirat ¢éemo aritmeti¢ko-geometrijsku sredinu AGM(a:,y). Promatramo
dva niza (zn )n>0 i (Yn)n>0, To = T, Yo = Y, Tnt1 = %(a:n + Yn) Ynt1 = \/ZnYn Pri tom je (zn ) padajudi, a
(yn) rastuci niz, dakle, omedeni i monotoni, pa zakljucujemo da su konvergentni. Neka je x, — X, y, — Y.

Tada iz X = %(X + Y) slijedi X =Y. Zajedni¢ki limes L je L = AGM(z,y). Ozna¢imo

B 3 do
I(z,y) = /0 V(@ cos p)? F (y - sin p)?

potpuni elipti¢ki integral 1. vrste. Zamjenom varijabli

) 2sin 6
sin ¢ = —
(z+y) + (z—y)sin” 0
dobivamo
r+vy
I(z,y) = ( ) ,\/wy>-
Stoga je
T
I(z,y) = I(zo,y0) = I(z1,1) = I(x2,92) = ... = I(L, L) = oL
jerje I(z,z) = .
Dakle,
T
AGM(z,y) = ———.
(=.9) 21(z,y)

Vrijedi AGM profinjenje aritmeticko-geometrijske nejednakosti:

T+yY
5

Vzy = G(z,y) < AGM(2,y) < A(z,y) =

Znaci AGM na prirodni nacin profinjuje aritmeticko-geometrijsku nejednakost. [7]

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

Vol 32.
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3 Newtonov binomni poucak

Vazan poucak s mnostvom inacica glasi
" /n
k, n—k
(flf+y)"=z<k>fﬂ Yy (34)
k=0

Iznijet ¢emo geometrijsko-kombinatorni dokaz. Prisjetimo se, ako su X, N konalni skupovi, onda X%
oznatava skup svih funkcija N — X i ako je broj elemenata |X| =z i |N| =n, onda je |XV| = z".

Promatramo sva preslikavanja N — X U Y iz N u disjunktnu uniju od X i Y pri ¢emu je | X| =zi |Y| =yv.

Neka se k elemenata preslika u X, an — ku Y. Broj k-¢lanih podskupova u N je (Z)

Slika 10: Konceptualni prikaz

Binomni poucak neposredno slijedi primjenom nacela umnoska i zbroja. Na isti se nacin dokazuju i
multinomne formule:

n

(331 +$2+--.+mk)n= - nk)“’;llmgzmzk (35)
) [

nitng+- - -+n=n (

Isti dokaz koristimo za injekcije. Prisjetimo se, za skup X% injekcija N — X imamo:

Vol 32.
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XY =zt =z-(z—1)-(—2)---(z —n+1).

Prema tome, s istim dokazom zakljucujemo

Na isti nac¢in dobivamo i Vandermondevu konvoluciju

n
(x1 + 22+ -+ o) = E <n n n)a:f”—lzc%
1, 29 ey k

ny+ng+- - +n=n

Ona broji sve injekcije N — X1 U--- U Xy, | X;| =, i =1,2,...,kiz N u disjunktnu uniju X1, ...

Prisjetimo se

n n!
ni, N, ..., Nk ni!-- - ng!

Spomenimo jo$ i Chu-Vandermondeov identitet

<m1+m2;|;...+:rk>: Z ﬁ(i:)

ni+ng+- - +np=n i=1

Postoji mnogo formula i identiteta koji su posljedica ili su ekvivalentni binomnom poucku.

4 Sinusov i kosinusov poucak te Heronova formula

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

Sinusov i kosinusov poucak jedni su od temeljnih poucaka iz geometrije trokuta. Sinusi kutova u trokutu
odnose se kao duljine tim kutovima nasuprotnih stranica tog trokuta. Ekvivalentan mu je kosinusov
poucak\footnote {Kosinusov je poucak u danasnjem obliku prvi iznio perzijski matematiCar al Kashi 1427.
godine, a kasnije 1565. godine, neovisno francuski matematicar F. Vi\ ete.}(a ekvivalentan Pitagorinom

poucku) trokuta ABC i glasi

& =a® +b* — 2abcos .

Prikazimo dva dokaza. Dokaz 1.

(41)

Vol 32.
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Slika 11: Trokut ABC
Povrs$ina trokuta ABC je (vidjeti Sliku 11)

2P = cv = ¢bsin a. (42)
Analogno,
2P = absiny = bcsina = casin 8 / : abe (43)
sina  sing siny [ 2P
a b ¢ \ abc)’ (44)
Dokaz 2.
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Slika 12: Trokut ABC
Iz trokuta ABC (vidjeti Sliku 12) imamo

= —. (45)

Dakle,

a b c

(= 2R). (46)

sina  sinf  siny

Iz sinusovog i kosinusovog (a zapravo Pitagorinog) poucka imamo

2P\ 2 2 2 _ .2\ 2
sin? y + cos’y =1 = <E> +(%> —1 — (4P)% = (2ab)* — (a® + b* a72f)".

To je Heronova formula. MoZzemo je zapisati i ovako:

P:i\/(a2+b2+c2)2—2(a4+b4+c4):\/S(S—G)(S—b)(s_c)’ s:%(a+b+(’}8)
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Odnosno
0 a2 b 1
1 a2 0 ¢ 1
P=31"1e @ o 1f (49)
\ 1 1 1 0

P=yflatbto)(Catbic)a—broatb o=/ 252 a) (25— 20)(25 — 28D)

Nekasuei = a+ b+ ¢ ey = ab+ bec + cq e3 = abc elementarne simetri¢ne funkcije, tada imamo

1 1
P = Z\/el(el — 2a)(e1 — 2b)(e1 — 2b)(e1 — 2¢) = Z\/61(461€2 — €% — Bes). (51)

Takoder,

P= g\/t(t —ta)(t —t)(t — to), (52)

gdje su t,, tp, t. tezidnice, t = %(ta + tp + t¢). Odnosno

pl= 4\/1)_1('0_1 — v ) (v - vb_l)(v_l — ), (53)
gdje su vg, Up, U Visine, v 1= %(vgl + vb_l + vc_l).

Ako je R radijus opisane kruznice k trokutu ABC' (vidjeti Sliku 12) imamo

P = (2R)? \/S(S —sina)(S — sin B)(S — sin+), (54)

gdje je S = %(sina + sin 8 + sin )
Jeste li uodili: Pitagora <= Heron? Cak $to vise, sinusov poucak <= kosinusov pouc¢ak <= Pitagorin
poutak <= Heronova formula.

Vol 32.
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5 Sinus zbroja (adicijska formula za sinus)

Slika 13:

sinee 4

1 sin /1

cos /1 05 £y

Slika 13:
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Slika 13: Geometrijski dokaz sinusa zbroja

Povr$ina romba na slici 13 je sin(a + ). Usporedimo povrsinu na slici 13. Vidimo
sin(a + B) = sina - cos B+ cos a - sin S. (55)

Ekvivalentno (jer je cos ¢ = sin(g — x))
cos(a+ B) = cosa - cos B — sina - sin S. (56)

Dijeljenjem se dobiva formula za tg(a + B) i ctg(a + B).

Zakljucak

Pokazali smo kako mozemo kombinirati razliCite tehnike, vizualne i formalne, kako bi dosli do Zeljenih
rezultata, a ponekad ¢e nam jedna skica dati i vise razlicitih zakljucaka ili otkriti i nesto novo.
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