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Bézoutova lema i Blankinshipova metoda

Ljubica Ba¢i¢ Purackovié; Vojislav Durackovié!

Sazetak

U ovom ¢lanku prikazana je Bézoutova lema kao direktna posljedica
Euklidovog algoritma. Opisana je prakti¢na i brza metoda za odredi-
vanje koeficijenata u Bézoutovoj lemi, poznata pod nazivom Blankin-
shipova metoda.
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Bézout’s lemma and Blankinship’s method

Abstract

In this article we present the Bézout’s lemma as a direct consequ-
ence of the Euclid’s algorithm, and describe a practical and fast met-

hod for determining the coefficients in the Bézout’s lemma, known as
the Blankinship’s method.

Kexwords: Euclid’s algorithm, Bézout’s lemma, Blankinship’s met-
hod
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Etienne Bézout
(1730.-1783.)
francuski matematicar koji
je dao doprinos u teoriji
eliminacija

Ljusica Bac¢i¢ Purackovi¢, VojisLav Purackovi¢

1 Uvod

Vec se u 5. razredu osnovne $kole uci kako odrediti najveéi zajednicki dje-
litelj dva broja. Pri tome se koristi rastavljanje brojeva na proste faktore i
uocavanje zajednickih djelitelja. No, ta metoda nije ba$ prakti¢na kad tra-
zimo najvedi zajednicki djelitelj dva velika broja. U tom slucaju zgodno je
koristiti ve¢ svima poznat Euklidov algoritam. No, moZe li nam Euklidov
algoritam pomod¢i pri rjeSavanju sljedeceg problema iz poznatog americkog
filma ,,Umri muski 3“?

Problem. John McClain i Zeus moraju deaktivirati bombu u parku. To ¢e
uciniti samo ako na vagu stave balon s 4 litre vode pri ¢emu na raspolaga-
nju imaju balone od 5 litara i 3 litre. Kako ¢e izmjeriti tocno 4 litre vode
koriStenjem samo balona od 5 litara i 3 litre?

U rjesavanju ovog problema pomoéi ée nam francuski matematicar Eti-
enne Bézout. Obiteljska tradicija traZilaje dabude sudac poput ocai djeda.
Nakon §to je procitao neke Eulerove radove, odlucio se posvetiti matema-
tici. 1763. godine postao je profesor u $koli za pomorske Casnike Gardes du
Pavillon et de la Marine. Poznat je kao pisac udZzbenika, ali i po radu na alge-
bri, posebno na jednadzbama. Pocetkom 19. stolje¢a njegovi su udzbenici
prevedeni na engleski jezik te su znacajno utjecali na oblik i sadrzaj americ-
kog obrazovanja u 19. stolje¢u. Proucavao je sustave linearnih jednadZzbi i
teoriju eliminacije, uklju¢ujudi sustavnu uporabu determinanti. Dao je re-
zultate sli¢ne Cramerovom pravilu i predstavio Bézoutov teorem, prema
kojem dvije algebarske krivulje stupnjeva m i n imaju mn zajednickih to-
¢aka. Poznat je i po Bézoutovoj lemi koju éemo u nastavku detaljno objas-
niti.

2 Bézoutova lema

Prisjetimo se prvo Teorema o dijeljenju s ostatkom i Euklidovog algoritma.
No, za to nam je potreban pojam djeljivosti. Neka su a i b cijeli brojevi,
a # 0. Kazemo da a dijeli b i piSemo a | b ako postoji cijeli broj d takav da
je b = ad. Ako a ne dijeli b, onda pisemo a 1 b.

Teorem 2.1 (Teorem o dijeljenju s ostatkom). Akosua, b cijelibrojevi, b >
0, onda postoje jedinstveni cijeli brojevi g i r takvi da je

a=bg+r i 0<r<hb.

KaZemo da je d zajednicki djelitelj brojeva aibakod | aid | b. Pritom
barem jedan od brojeva a i b treba biti razli¢it od nule. Najve¢i medu njima
zovemo najveci zajednicki djelitelj brojeva a i b i piSemo (a,b) (ili D(a,b),
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NZD(a,b) ili, u stranoj literaturi, gcd(a, b)). U nastavku rada koristit éemo
oznaku D(a,b). Za cijele brojeve a i b kazemo da su relativno prosti ako je
D(a,b) = 1.

Euklidov algoritam. Za cijele brojeve ai b, b > 0, takve da b ne dijeli a
uzastopnom primjenom Teorema o dijeljenju s ostatkom dobivamo sljede¢i
niz jednakosti:

q1b+r1, 1<r;<b

b = qor1 + 12, 1<rn<n
o= {gsra+rs, 1<r3<nr
'n—p = {qnty—1-+Tn, 1<r, <ry_1
Tn—1 = Gus1Tn +Tnt1, fnp1 = 0.

Niz jednakosti je konacan, jerje b > rqy > r, > --- > ry. Posljednji ostatak
razli¢it od 0, r,, je najveci zajednicki djelitelj brojeva aib, tj. r, = D(a, b).

Osim §to je brz i efikasan, Euklidov algoritam omoguéava nam da svaki
ostatak prikaZemo kao linearnu kombinaciju brojeva a i b. Naime, iz prve
jednakosti vidimo da je r{ = a — g1b. Ako to uvrstimo u drugu jednakost,
lako dobivamo 1, = —g2a + (1 + q241)b. Analognim postupkom dobili
bismo izraz za r, = D(a,b) o emu govori sljedeca lema koju s obzirom na
prethodno izneseno navodimo bez dokaza.

Lema 2.1 (Bézoutova lema). Za sve pozitivne cijele brojeve a i b postoje cijeli
brojevi x i y takvi da je
D(a,b) = xa + yb.

No, moZemo li rijeSiti Johnov i Zeusov problem pomoc¢u Bézoutove leme?
Uocimo da su brojevi 5 i 3 relativno prosti tj. D(a,b) = 1. Dakle, Bézoutova
lema pomaZze samo u slucaju da trebamo izmjeriti 1 litru vode koriStenjem
samo balona od 5 litara i 3 litre. Lako se pogodidajel = —1:542-3. Pos-
toji li ra¢unski postupak za dobivanje brojeva —1 i 2? Odgovor nam daje
sljede¢a metoda.

3 Blankinshipova metoda
Davne 1963. godine W. A. Blankinship je u ¢asopisu American Mathematical

Monthly predstavio jednostavnu metodu kako odrediti cijele brojeve x i y
te D(a,b) iz Bézoutove leme. Za razliku od Euklidovog algoritma, ovu je
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metodu lako vizualizirati, programirati na rac¢unalu, te daje koeficijente x
i y. Najveca prednost Blankinshipove metode je da se istovremeno moZze
izraunati najvedi zajednicki djelitelj nekoliko cijelih brojeva i koeficijente
u Bézoutovoj lemi. Radi jednostavnosti, pogledajmo slucaj kada se trazi
najvedi zajednicki djelitelj dva broja.

Ideja je da za zadane a > b > 0 formiramo matricu

a 10
b 0 1
iprilagodimo Gaussovu metodu eliminacije pivotiranjem, na cijele brojeve.

Iz Euklidovog algoritma imamo a = q1b +r1, tj. a — q1b = r{ pa ako drugi
redak pomnoZimo s —q; i dodamo prvom, dobivamo

rn 1 —q
b 0 1 )
1z b = qorq + 1y slijedi b — qpr1 = rp pa mnoZenjem prvog retka s —g; i
dodavanjem drugom, imamo

[ no 1 —m ] .
2 =42 Q192

Postupak nastavljamo dalje sve dok ne dobijemo da su elementi prvog
stupca r, = D(a,b)ir,+1 = 0, tj. dok ne dobijemo matricu oblika

D(a,b) x y i 0 'y
0 'y "ol D@y x oy |

Kao sto smo ve¢ rekli 1 litru vode moZemo izmjeriti koriStenjem samo
balona od 5 litara i 3 litre. To zapravo znaci da u balon od 5 litara trebamo
dvaput uliti vodu iz balona od 3 litre te prosuti vodu iz balona od 5 litara.
U balonu od 3 litre ostala je upravo jedna litra, Sto smo i trebali dobiti. Ri-
jesimo ovaj primjer Blankinshipovom metodom.

U naSem je primjeru a = 5i b = 3. Pocetna matrica je

510

3 0 1|
Uotimodaje5=3-1+2,paje5+3-(—1) = 2. Ako drugi redak pomno-
zimo s —1 i dodamo prvom, dobivamo

2 1 -1
30 1 |°
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Sadje3 =2-1+1o0dnosno3+2-(—1) =1 pa mnoZenjem prvog retka s
—1i dodavanjem drugom, imamo

2 1 -1
1 -1 2 |

Na kraju, 2 =1-2+ 0 odnosno 2 + 1 (—2) = 0. Kad drugi redak pomno-
zimo s —2 i dodamo prvom, dobivamo

0 3 -5
1 -1 2 |-
Iz zadnje matrice lako iS¢itamo da je

D(a,b)=1 i 1=-1-5+2-3.

4 RjeSenje pocetnog problema

Da bismo rijesili pocetni problem, potrebno je prosiriti Bézoutovu lemu.

Prosirenje Bézoutove leme. Ako u D(a,b) = xa+ yb s obje strane do-
damo kja+ kab, k1 iky cijeli brojevi, imamo

D(a,b) + kya + kob = xa + yb + kya + kab.
Sredivanjem lako dobivamo jednakost
D(a,b) +kia+ kb = (x +k1)a+ (y + ka)b.

Kako onda rijesiti Johnov i Zeusov problem? Ideja je da u dobiveni izraz
1= —1-5+2-3dodamo b = 3 s obje strane jednakosti.

1+3=-1-5+2-3+3
paje
4=-1-543-3.

Broj 4 s lijeve strane jednakosti predstavlja 4 litre vode koju John i Zeus tre-
baju izmjeriti, a brojevi 5 i 3 s desne strane jednakosti predstavljaju balone
od 5 litara i 3 litre. Izraz 3 - 3 znadi da tri puta treba sipati vodu u balon od
3 litre, dok —1 - 5 znaci da jednom treba prosuti vodu iz balona od 5 litara.
Pogledajmo kojim redoslijedom treba sipati, presipati i prosipati vodu.
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Prvo treba usuti vodu u balon od 3 litre pa presuti u balon od 5 litara.
Potom treba opet napuniti balon od 3 litre i presuti u balon od 5 litara. Ali,
sva koli¢ina vode ne moZe stati u balon od 5 litara pa ¢e u balonu od 3 litre
ostati to¢no 1 litra. Onda treba prosuti vodu iz balona od 5 litara pa u taj
balon usuti litru vode iz balona od 3 litre. Na kraju, opet treba nasuti vodu
u balon od 3 litre te je presuti u balon od 5 litara. Tada se u balonu od 5
litara nalaze to¢no 4 litre vode ¢ime je njihov problem rijeSen.

r".’---_ﬁ-_\-\- e T
\__‘:____) '\\H—_».__J -__D
e T k.~ It
i =)
a > ~—
r"- B _\‘,,"-- "--___h-“'\
S~ ~—
) prazni baloni b) punjenje balona od 3L ¢) presipanje u balon od 5L
u ' “*
d) pun_]en_]e balona od 3L ¢) presipanje u balon od 5L f) prosipanje iz balona od 5L
-] ) . \:, D
' \_ _~ U .
g) presipanje n balon od 5L h) punjenje balona od 3L i) presipanje u balon od 5L

(konaéno rjesenje)

Slika 1: Ilustracija rjeSenja problema.

Napomena 4.1. Johnov i Zeusov problem mogli smo rijesiti i primjenom
diofantskih jednadzbi. Prema [5, Teoremu 3.4.1.] linearna diofantska jed-
nadzba 5x + 3y = 4 ima rjeSenje ako i samo ako D(5,3) | 4. Kako je
D(5,3) = 1,toje x = —11iy = 2 partikularno rjeSenje jednadzbe 5x + 3y =
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1. vrijedi

5-(-1)+2-3=1. (1)
Ako jednakost (1) pomnoZzimo s 4, dobivamo da je x = —4 iy = 8 partiku-
larno rjesenje jednadzbe 5x + 3y = 4. Sva cjelobrojna rjeSenja te jednadzbe
danasux = —4+43t,y =8 —5t,t € Z. Zat = 1 dobijemo traZeno rjeSenje
x=-1liy=3.

Pogledajmo jos jedan primjer slican pocetnom problemu.

Primjer 4.1. Ivan ima jednu kantu od 9 litara i jednu kantu od 4 litre. Kako
pomocu ovih kanti moZe najbrze donijeti to¢no 6 litara vode s ¢esme?

Rjesenje. Pogledajmo prvo kako bi pomoc¢u kanti od 9 litara i 4 litre donio
to¢no 1 litru vode. Brojevi 9 i 4 su relativno prosti pa prema Bézoutovoj
lemi treba naci brojeve x i y takve da je

9.-x+4-y=1
Lako se vidi daje x = 1iy = —2. No, pokaZimo to Blankinshipovom
metodom. Kako je a =91 b = 4, pofetna matrica je oblika
910
4 0 1]

Uotimodaje9 =4-2+1,paje9+4-(—2) = 1. Ako drugi redak pomno-
zimo s —2 i dodamo prvom, dobivamo

1 1 -2
4 0 1 |°

Sadje4 =4-1+0odnosno4 +4-(—1) = 0 pa mnoZenjem prvog retka s
—4 i dodavanjem drugom, imamo

{ 1 1 =2 }
0 -4 9 |’
Iz zadnje matrice lako i$¢itamo da je
D(a,b) =1 i 9-14+44-(-2)=1.
Sad s obje strane jednakosti dodamo broj 5 koji mozemo zapisati kao 9 — 4

paje
9-14+4-(-2)+9-4=1+9—4,
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9.24+4-(-3)=6.

Broj 6 s desne strane jednakosti predstavlja 6 litara vode koju Ivan treba
donijeti s ¢esme, a brojevi 9 i 4 s lijeve strane jednakosti predstavljaju kante
od 9 litara i 4 litre. Izraz 9 - 2 znaci da treba dvaput sipati vodu u kantu od
9 litara, dok 4 - (—3) znaci da treba triput prosuti vodu iz kante od 4 litre.
Pogledajmo detaljno kako je to Ivan napravio.

Prvo je nasuo vodu u kantu od 9 litara. Potom je iz te kante presuo vodu
u kantu od 4 litre, te je prosuo vodu iz kante od 4 litre. Isti postupak je
ponovio jo$ jednom nakon ¢ega mu je u kanti od 9 litara ostala 1 litra. Tu
litru je presuo u kantu od 4 litre. Opet je nasuo vodu u kantu od 9 litara te
je iz te kante dopunio kantu od 4 litre (stalo je jo$ 3 litre). Prosuo je vodu
iz kante od 4 litre pa mu je u kanti od 9 litara ostalo to¢no 6 litara vode. «

Najveca prednost Blankinshipove metode vidi se u sljede¢em primjeru.

Primjer 4.2. U jednoj vinariji imaju dekantere veli¢ine 360 ml, 306 ml i 234
ml. Koju najmanju koli¢inu vina mogu izmjeriti? Kako ¢e najbrze izmjeriti
to¢no 36 ml vina?

RjeSenje. Najmanja koli¢ina vina koju mogu izmjeriti pomoc¢u raspolozi-
vih dekantera predstavlja najveci zajednicki djelitelj brojeva 360, 306 i 234.
Izra¢unajmo D(360,306,234) i koeficijente u Bézoutovoj lemi Blankinshi-
povom metodom. Pocetna matrica je

360 1 0 0
306 01 0
234 0 0 1

Prvo Euklidov algoritam primjenjujemo na dva najveca broja u prvom
stupcu tj. na 360 i 306. Uoc¢imo da je 360 = 306 - 1 + 54, pa je 360 + 306 -
(—1) = 54. Ako drugiredak pomnozimo s —1i dodamo prvom, dobivamo

5 1 -1 0
306 0 1 0 ].
234 0 0 1

Sad je 306 = 234 - 1 + 72 odnosno 306 + 234 - (—1) = 72 pa mnoZenjem
tre¢eg retka s —1 i dodavanjem drugom, imamo

54 1 -1 0
72 0 1 -1].

234 0 0 1
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Izizraza 234 = 72 -3+ 18 imamo 234+ 72 - (—3) = 18. Zato drugi redak
pomnozimo s —3 i dodamo tre¢em pa dobivamo matricu oblika

54 1 -1 0
72 0 1 -1/|.
18 0 -3 4

Lako se vidi da je 72 = 18 - 4 odnosno 72 + 18 - (—4) = 0 pa mnoZenjem
treceg retka s —4 i dodavanjem drugom, imamo

54 1 -1 0
0 0 13 -17 |.
18 0 -3 4

Na kraju, 54 = 18 - 3 tj. 54 = 18 - 3 pa ako treé¢i redak pomnozimo s —3 i
dodamo prvom dobivamo

0o 1 8 -12

0o 0 13 -17 |.
18 0 -3 4

Iz zadnjeg retka is¢itavamo da je D (360, 306,234) = 18 i

18 =0-360+ (—3) - 306 + 4 - 234. @)

To zapravo znaci da 18 ml vina moZemo izmjeriti samo s dekanterima od
306 ml i 234 mli to tako da Cetiri puta sipamo vino u dekanter od 234 ml,
to presipamo u dekanter od 306 ml pri ¢emu triput prospemo vino iz de-
kantera od 306 ml. Lako se zaklju¢i da 36 ml moZzemo izmjeriti tako da jo$
jednom ponovimo taj postupak. Ako izraz (2) pomnoZzimo s 2, dobivamo

36 =0-360 4 (—6) - 306 + 8 - 234.

Dakle, 36 ml vina moZzemo dobiti tako da osam puta sipamo vino u de-
kanter od 234 ml, to presipamo u dekanter od 306 ml pri ¢emu Sest puta
prospemo vino iz dekantera od 306 ml. Uo¢imo da opet nije potrebno ko-
ristiti dekanter od 360 ml. <

5 Zadaci za vjezbu
Problemi presipanja mogu se javiti na Zupanijskim i drzavnim natjecanjima

za ucenike 7. i 8. razreda. Stoga u nastavku ostavljamo c¢itatelju nekoliko
zadataka za vjezbu.
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Zadatak 5.1. Mljekarica Darija ima u velikoj kanti mlijeko i manje kante od
813 litre. Kupac traZi 2 litre mlijeka. Kako da izmjeri?

Zadatak 5.2. Vinogradar Goran ima u buretu vino. Kako da jednom pri-
jatelju izmjeri 5 litara vina, ako raspolaze samo s posudama od 4 litre i 7
litara?
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