DVA KLASICNA GEOMETRIJSKA PROBLEMA

Geometrij a je najstarija grana matematike, koja se razvijala jos od naj-
ranijih civilizacija. Ve¢ u doba antike ljudi su poznavali i koristili ge-
ometriju. U vrijeme anticke Grcke razvoj geometrije dozivljava svoj procvat i
nagli uspon, pocevsi od Talesa i Anaksimena, Pitagore i pitagorejske $kole, pa
sve do Euklida, Eudoksa i Arhimeda. Svim tim poznatim gr¢kim misliocima
moramo biti zahvalni na znanju koje danas imamo.

[Wlatka 27 (2016./2017.) br. 101

Znanstvenici toga doba Cesto su se bavili pitanjima i problemima vezanim
uz geometrijske konstrukcije koji se mogu rijesiti pomocu $estara i ravnala, no
vrlo Cesto nisu bili u mogucénosti rijesiti te probleme jer znanje iz geometrije
kojim su Grci u to doba vladali nije bilo dovoljno za njihovo rjesavanje. U
ovom ¢e nas tekstu zanimati euklidske konstrukcije, a to su konstrukcije kod
kojih je dopusteno koristenje samo jednobridnog ravnala® (u nastavku cesto
¢emo govoriti samo ravnalo) i $estara. Medutim, naglasak ¢e biti na nekim
problemima koje nisu uspjeli rijesiti koriste¢i samo ravnalo i $estar, a to su
duplikacija kocke i trisekcija kuta. Za ova dva problema prikazat ¢emo i njihov
zorni prikaz pomocu tehnike presavijanja papira — origamija.

Duplikacija kocke \

Stari Grci postavili su sljedece pitanje o udvostrucenju kvadrata: moze li
se jednobridnim ravnalom i Sestarom konstruirati kvadrat dvostruko vece po- \/
vrdine od zadanog kvadrata?
Slika 1.
Udvostrucenje
kvadrata

Na pitanje su dali sljede¢i odgovor: Moze! Duljina stranice trazenog kva-
drata jednaka je duljini dijagonale zadanog kvadrata. (Slika 1.)

Takoder ih je zanimao odgovor na
sljedece pitanje: moze li se jednobridnim
ravnalom i Sestarom konstruirati brid
kocke dvostruko veceg obujma nego sto
je obujam zadane kocke. Mnogi matema-
ticari toga doba bavili su se odgovorom
na zadano pitanje, ali tek u prvoj polovini
Slika 2. Problem 19. stoljeca dokazano je da se trazena kon-
duplikacije kocke strukcija ne moze napraviti.

'Clanak je dio zavr§nog rada Davida Bojaniéa, studenta preddiplomskog studija Odjela za matematiku Sveu¢ilista u Rijeci
Jednobridno ravnalo svako je ravnalo na kojemu pri izvodenju geometrijske konstrukcije rabimo samo jedan brid.
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Problem duplikacije kocke poznat je i kao Delski problem. Kako navo-
di povjesnicar Teon iz Smirne, na otoku Delosu, smjestenome na Egejskom
moru, prosirila se kuga ([1], [3]). Stanovnici toga otoka obratili su se za pomo¢
prorocici od koje su dobili sljedeci savjet: problem kuge ¢e se rijesiti ako sagra-
de novi oltar u ¢ast boga Apolona, dvostruko veceg obujma nego $to je posto-
jeci. Oltar boga Apolona bio je oblika kocke pa su Grei odludili sagraditi oltar
oblika kocke ¢iji je brid dvostruko dulji od brida postojeceg oltara. Na taj nacin
sagradili su oltar ¢iji je obujam bio osam puta ve¢i. Nazalost, budu¢i da nisu
ispunili ono §to im je prorocica savjetovala, kuga se jo$ viSe prosirila. Vjeruje
se da se prorocica htjela samo poigrati s njima i pokazati im da se geometrija
mora uciti i proucavati kako bi je mogli razumjeti i koristiti.
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Pokusajem rje$avanja problema duplikacije kocke prvi se poc¢eo baviti Hi-
pokrat iz Hiosa u 5. stoljecu prije nove ere. Zakljucio je sljedece: ako je zadana
kocka ¢ija je duljina brida jednaka a, problem duplikacije kocke moguce je
rijesiti samo ako se mogu odrediti srednje geometrijske proporcionale izmedu
duljina a i 2a. Srednje geometrijske proporcionale izmedu dviju duljina a i b

definiraju se kao duljine x i y za koje vrijedi:
a_x_7

x y b

U ovom problemu vrijedi b = 24, tj. dobivamo x* = ay, xy = 2a* te

x =ai/2 . Da bismo rijedili problem duplikacije kocke trebamo konstruirati

duzinu duljine x =a3/2 ako je zadana duljina a. Pojednostavimo li zadani
problem, mozemo uzeti jedini¢nu duzinu te problem svesti na konstrukciju

duzine duljine /2 koriste¢i samo jednobridno ravnalo i Sestar.

Jednim od pokusaja rjesavanja ovog problema bavio
se i Menehmo, Eudoksov uc¢enik koji je zivio u 4. stoljecu
prije nove ere. U [1] i [4] prikazano je kako je Menehmo
pokusao rijesiti zadatak koriStenjem pokretnog ravnala
(Slika 3.).

Poslije Menehma, ovim problemom bavili su se i Era-
tosten, Nikomed, Apolonije, Heron, Papp i mnogi drugi
mislioci toga doba. Godine 1837. Wantzel je dokazao da se
problem duplikacije kocke ne moze rijesiti upotrebom jed-
nobridnog ravnala i $estara, no ako u konstrukciji smijemo
koristiti i mjerno ravnalo, problem je rjesiv. Tvrdnju je dokazao na nacin da je
ovaj geometrijski problem zamijenio problemom algebre.

Slika 3. Rjesavanje problema
duplikacije kocke

Takoder, zanimljivost je da je Peter Messer 1986. godine rjesenje proble-
ma duplikacije kocke prikazao pomocu origamija ([5]).
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{‘_ E Papir u obliku kvadrata presaviti na pola.
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/ Presaviti papir na pravcima koji odreduju
o LT E tocke AiCte BiE.

-
A D
-------------- Presaviti papir tako da se podijeli na
T E trecine.
B C
A D
N Presaviti papir tako da nakon presavijanja
F v G -
< I tocka H pripada duzini FG, a tocka B
H \\ —w] mora pripadati duzini CD .
B C
A
D
- ;
o Dobiva se konac¢no rjesenje, tj. konstruira
li se brid kocke duljine |BC|, tada kocka
B dvostruko veceg volumena ima brid
DB
duljine |DB|. Vrijedi da je % =3.
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Trisekcija kuta

Porijeklo problema trisekcije kuta je nepoznato, a za razliku od duplika-
cije kocke, koja se ne moze konstruirati pomocu ravnala i Sestara, trisekcija
kuta je za neke kutove moguca. Klasi¢an problem podjele bilo kojeg kuta na
tri jednaka dijela mnoge je grcke matematicare zaokupljao godinama. Ubrzo
nakon definiranja problema shvatili su da ga nece biti lako rijesiti koriste¢i
samo ravnalo i Sestar. O¢ito je da se trisekcije nekih kutova mogu konstruirati
pomocu ravnala i Sestara, no pitanje je mozemo li to napraviti za bilo koji proi-
zvoljno odabrani kut. Gauss je dao hipotezu da se duplikacija kocke i trisekcija
kuta ne mogu opcenito rijesiti samo pomocu ravnala i Sestara, no tek je 1837.
godine francuski matematicar P. Wantzel dokazao da trisekciju kuta nije uvijek
moguce napraviti koriste¢i samo ravnalo i Sestar.

[vlatka 27 (2016./2017.) br. 101

Jednu od najpoznatijih ideja za rjesavanje problema trisekcije kuta dao je
Hipija iz Elide, oko 420. godine prije nove ere. Osnovna ideja na kojoj pociva
njegov pokusaj rjesavanja te problematike bila je da ako znamo duzinu podije-
liti na tri jednaka dijela, to ¢emo moci napraviti i s kutom. U tu svrhu opisao je
nove krivulje koje su se nakon njegovog doba nazvale Hipijine kvadratise ([4]).

Arhimed je u svojoj knjizi .Knjiga lema” prezentirao rjesenje problema tri-
sekcije kuta pomocu ravnala, $estara i trake papira. Prema [2] njegovo rjesenje
je sljedece: neka je zadan proizvoljan kut mjere 3a. Oko vrha tog kuta opisimo
kruznicu polumjera duljine r koja krakove zada-
nog kuta sijece u tockama E i C. Na traci papira
oznac¢imo dvijetocke, AiB,takodavrijedi|AB|=r.
Pripremljenu traku papira postavimo tako da
tocke A, O i E pripadaju istom pravcu i da joj rub
prolazi tockom C. Traku sada micemo tako da
tocka A ostaje fiksna na pravcu OE, a rub tra-
ke stalno prolazi tockom C sve dok tocka B ne
postane tocka kruznice. Oznacimo li mjeru kuta
ZAOB s a, vidimo da je veli¢ina kuta ZOBC jed-
Slika 4. Trisekcija kuta pomocu trake papira  naka 2, a veli¢ina kuta ZEOC jednaka 3a.

Trisekcija kuta se, kao i duplikacija kocke, moze prikazati pomocu ori-
gamija. U sljedec¢ih nekoliko koraka prikazat ¢emo trisekciju kuta koju smo
napravili pomocu tehnike presavijanja papira.

Pokusajte presavijanjem papira na opisani nacin postic¢i duplikaciju kocke i
trisekciju nekog kuta, a zatim se mjerenjem uvjerite da je dobiveni rezultat dobar.

Problemima kojima su se bavili stari Grei, bavili su se i mnogi matema-
ticari modernog doba. Stoga je opravdano ove probleme nazvati i klasi¢ni ge-
ometrijski problemi. Problemi duplikacije kocke i trisekcije kuta ne mogu se
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rijesiti koriste¢i samo ravnalo i $estar pa je za njihovu konstrukciju potrebno
koristiti i neka druga pomagala. Mnogi matematicari modernoga doba bavili
su se dokazivanjem nerjesivosti ovih problema, ¢ime su zapravo pokazali ko-
liko je geometrija u doba anticke Grcke bila napredna i razvijena, a nerjesivost
klasi¢nih problema koju su Grci nasludivali zaista se i pokazala tocnom.

[Wlatka 27 (2016./2017.) br. 101

dl
Neka je na papiru u obliku Presaviti gornju polovicu Oznaditi s B to¢ku u donjem
kvadrata zadan proizvoljan papira i stvoriti duzinu d2. lijevom kutu, a s A lijevi kraj
kut veli¢ine & omeden donjim Donji rub papira saviti do duzine d2. Presaviti papir tako
rubom papira i duzinom d1. prethodno napravljene duzine da tocka A i tocka B redom

i tako stvoriti duzinu d3. pripadaju duZinama d1 i d3.

Tako savinuti papir Presaviti donji rub papira tako da se
presaviti duzinom d3 i polozi na duzinu d4 kako biste stvorili
stvoriti duzinu d4. duzinu d5. Duzine d4 i d5 dijele kut

veli¢ine & na tri jednaka dijela.

Nadamo se da smo uspjeli u citatelju pobuditi interes i po$tovanje prema
tako zanimljivoj grani matematike — geometriji - jer, kao $to je rekao Johannes
Kepler: Ubi materia, ibi geometria. (Gdje god je materija, na tome mjestu je i
geometrija.)
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