GRAFICKI PRIKAZ JEDNE KLASE...

Graficki prikaz jedne klase jednadzbi
s apsolutnim vrijednostima

MAJA STARCEVIC!

Ako je zadana jednadzba nekog skupa u ravnini, taj skup u pravilu ne mozemo
posve precizno nacrtati samo na temelju nekih karakteristi¢nih toc¢aka. Iznimka je
npr. jednadzba oblika ax+by +c=0, gdjesua, b, c € R, a* + b* # 0. Takva jednadzba
opisuje pravac, a za njegovo crtanje dovoljno je poznavati samo dvije tocke koje zado-
voljavaju jednadzbu. U radu [1] pokazano je kako se i skup zadan jednadzbom oblika

Yo lax+b|-y=0, (1)
i1

pric¢emusu a,, b, c, €R, a,,c, # 0, mozZe nacrtati poznavaju¢i samo nekoliko to-
¢aka koje zadovoljavaju jednadzbu.

Ponovimo ukratko postupak. Definiramo funkciju f's
flx)= Zci lax+0,|.
i=1

Neka je @, =——,i=1,...,n. Pretpostavljamo radi jednostavnosti zapisa da je
a,

1

a; <> j=1,...,n—1. Tada je skup opisan jednadzbom (1) jednak grafu funkcije f
i moZemo ga nacrtati pomocu tocaka (ai,f(ai)), i=1,...,n te tocaka (ao, (%)) i
(anﬂ, (am)) takvih da vrijedi ¢ < ¢, 1 @, > @, Skup je jednak uniji duzina koji-

ma su krajnje tocke (e, f(,)) i (@,,» f(@,,)) za i =1,...,n—1, polupravca s pocet-
nom tockom (a,, f (e, )) koji prolazi tockom (e, f(a, )) i polupravca s pocetnom
tockom (an,f(an )) koji prolazi tockom (anﬂ,f(an“)) .

Sli¢an pristup Zelimo primijeniti i na skupove zadane jednadzbama oblika

Y lax+b =D fldy+el, (2)
i=1 j=1
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pricemusu a,,b,,¢,,d;;e;, f€R, a,,¢c,d,, f,#0.

Oznacimo s P skup tocaka, odnosno uredenih parova (x, y) koji zadovoljavaju
jednadzbu (2). Zelimo odrediti neki skup to¢aka koji je podskup od P na temelju
kojeg mozemo rekonstruirati izgled cijelog skupa P.

b e,
Prvo definiramo @, =——+ zai=1,..,nte ;= _d_] zaj =1, ..., m. Sada podijeli-
a; J
mo ravninu pravcima x = a, iy =ﬁj, i=1,.,nj=1,..,m. Te ¢emo pravce u nastavku
zvati kriticnim pravcima. Nakon toga odredimo tocke koje zadovoljavaju jednadzbu
(2) ileze na kriti¢nim pravcima. Njih ¢emo zvati kriti¢nim tockama.

Definiramo i funkcije odredene lijevom i desnom stranom jednadzbe:
f(x):ZCi lax+b,]|,
i=1
gr)=2fldy+el.
j=1

Da bismo odredili kriticne tocke na pravcu x = @, , trazimo sve y takve da je
8(y) = fla)). Vrijednosti mozemo ponekad lako ocitati s grafa funkcije g. Da bismo
nacrtali taj graf, dovoljno je odrediti m + 2 tocke toga grafa kako je objasnjeno na
pocetku rada. Za svaki tako dobiveni y ucrtavamo tocku («,, y).

Analogno trazimo kriti¢ne tocke na praveu y =, . Preciznije, trazimo sve x takve
daje fix) = g(ﬁj). Za dobivene x ucrtavamo tocke (x, ,8],).

Pravcix=q iy = ﬁj, ako su svi medusobno razliciti, dijele ravninu na (n + 1)(m + 1)
skupova koji mogu biti ograniceni i neograniceni. Oznacimo uniju svih takvih sku-
pova s Q. Pritom pretpostavljamo da svaki skup iz €2 sadrzi i svoj rub, odnosno pret-
postavljamo da je zatvoren.

U nastavku ¢emo objasniti kako se u svakom od skupova iz €2, na temelju kri-
ti¢nih tocaka koje sadrzi na svom rubu, mogu odrediti sve tocke koje zadovoljavaju
zadanu jednadzbu (2).

Neka je dakle S iz Q. Primijetimo da se za sve tocke (x, y) € S na isti nacin oslo-

badamo apsolutnih zagrada u jednadzbi te ju pritom pojednostavljujemo do jed-
nadzbe oblika

Ax+By+C=0, (3)
zaneke A, B, C € R.

Pritom, ako je A = B = 0, onda u slucaju da je C = 0 sve tocke iz S zadovoljavaju
jednadzbu (3), odnosno jednadzbu (2). Ako je C # 0, ne postoji tocka iz S koja zado-
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voljava jednadzbu (2).

Ako je barem jedan od brojeva A i B razli¢it od nule, dobivamo jednadzbu nekog
pravca te u S crtamo presjek toga pravca sa skupom S. Ako je S ogranicen, odnosno
pravokutnik, presjek tog pravca sa S je ili neprazan, ili tocka koja je jednaka vrhu pra-
vokutnika S, ili duzina koja se moze podudarati s jednom stranicom pravokutnika ili
imati krajnje tocke na dvije razlicite stranice pravokutnika S. Ako je S neogranicen,
presjek je ili neprazan, ili tocka koja je jednaka vrhu ruba skupa S, ili duzina, ili je
presjek jednak polupravcu koji moze pripadati rubu od S, te mu je pritom pocetna
tocka u vrhu tog ruba, ili moze prolaziti kroz unutradnjost od S, a pocetna mu je
tocka na rubu od S.

Presjek trazenog skupa P i skupa S nacrtat ¢emo stoga na temelju kriti¢nih toca-
ka koje se nalaze na rubu skupa S. Preciznije, vrijede sljede¢a svojstva:

1. Ako nema kriti¢cnih to¢aka na rubu od S, onda je presjek neprazan.
2. Ako su sve tocke ruba od S kriti¢ne tocke, onda je presjek citav S.
3. Ako kriti¢ne tocke ¢ine duzinu, onda je presjek jednak toj duzini.
4. Ako kriti¢ne tocke ¢ine polupravac, onda je presjek taj polupravac.
5

. Ako se na rubu od § nalaze samo dvije kriti¢ne tocke, presjek je duzina kojoj su to
krajnje tocke.

6. Ako je S ogranicen i na rubu od S imamo samo jednu kriticnu tocku, onda je ta
tocka presjek.

7. Ako je S neogranicen i na njegovom rubu imamo samo jednu to¢ku, onda imamo
dvije moguc¢nosti; ili je samo ta tocka presjek (moguce je samo ako se ta tocka na-
lazi u vrhu ruba skupa S), ili je presjek polupravac koji pocinje u toj kriti¢noj tocki
i nije podskup ruba skupa S. Stoga moramo provijeriti postoji li neka tocka iz unu-
trasnjosti od S koja pripada P. Konkretno, odaberemo proizvoljnu odgovarajucu
koordinatu tocke skupa S te iz jednadzbe (2) pokusamo naci drugu koordinatu.
Koordinatu odabiremo tako da pripadni polupravac ne sijece jos neki od kriti¢nih
pravaca jer bismo onda imali dvije kriti¢ne tocke na rubu skupa S.

Prethodno opisani postupak pokazat ¢emo na nekoliko primjera.

Primjer 1. Nacrtat ¢emo skup zadan jednadzbom
|x—2| =|y—3|.
Rjesenje.

Prvo primijetimo da imamo dva kriti¢na pravca x = 21 y = 3. Prema tome, skup
€2 je unija sljedecih skupova:
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(=02 (=03} (=02 3r00), [2,00) x (=03} [ 2:00)x{ 3,20).
Trazimo prvo kriti¢ne tocke na pravcu x = 2. Iz jednadzbe slijedi da je | y— 3| =0,
paje y = 3. Dakle, (2, 3) je jedna kriti¢cna tocka zadane jednadzbe.

Trazimo i kriti¢ne tocke na pravcu y = 3. Sada iz jednadzbe dobivamo |x - 2| =0
odnosno x = 2 te opet dobivamo tocku (2, 3).

Dakle, (2, 3) jedina je kriticna tocka (slika 1) i nalazi se u vrhu ruba svakog od
skupova iz Q.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

4 Slika 1.

U svakom od skupova iz €2 prema svojstvu 7. crtamo ili tocku (2, 3) ili polupra-
vac koji pocinje u toj tocki. Ispitat ¢emo stoga postoji li u tim skupovima jos neka
tocka koja zadovoljava zadanu jednadzbu.

Odaberimo npr. x = 0. Trazimo prema tome y takav da je | y—3| =2. Lako je
vidjeti da je tada y = 1 ili y = 5. Neka je sada x = 4. Imamo opet |y - 3| =2, §to opet
vrijedizay=11iliy = 5.

Spojimo li kriticnu toc¢ku s dobivenim to¢kama (0, 1), (0, 5), (4, 1) i (4, 5), dobit
¢emo Cetiri polupravca i time je zadani skup toc¢aka odreden (slika 2). Lako je vidjeti
da se taj skup zapravo sastoji od dva pravca, y=x+1iy=-x+5.
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Primjer 2. Sada crtamo skup zadan s

|x—1|+|x—2|=|y—1|+|y—2|.

RjeSenje.

Slika 2.

Podijelimo ravninu kriti¢nim pravcima x = 1, x = 2, y = 1, y = 2. Prvo trazimo

sve tocke zadanog skupa na pravcu x = 1. Uvr$tavanjem u jednadzbu skupa dobi-
vamo |y —1| +|y —2| =1. Nacrtamo graf funkcije g(y) = |y —1| +|y —2| (slika 3), pri
¢emu smo istaknuli tocke koje smo koristili za crtanje grafa. S grafa mozemo o¢itati
da jednakost g( y) =1 vrijediza y 6[1,2]. I za x = 2 dobivamo istu jednakost pa ko-
na¢no na dva promatrana kriti¢na pravca dobivamo po jednu duzinu sastavljenu od
kriti¢nih to¢aka. Preciznije, radi se o duzinama {1} x[l,2] i {2} X[LZJ )

A
10

9
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Analogno, uvrstavanjem y = 1, y = 2 dobivamo |x - 1| + |x - 2| =1, iz ¢ega ocitava-
njem na analognom grafu slijedi x EI:I,Z]. Prema tome, i sve tocke duzina [l,Z]x {1}
i [1,2]>< {2} kriti¢ne su tocke jednadzbe.

Kona¢no zaklju¢ujemo da kriti¢ne tocke ¢ine rub kvadrata [l,2:|><[1,2] (slika 4)

pa ¢itav kvadrat, prema svojstvu 2., pripada trazenom skupu P.

A

-3 Slika 4.

Nadalje, skup kriti¢nih to¢aka koje pripadaju skupu (—oo,l:|><[l,2] iz Q je duzina
{1} x[l,Z] pa je ona presjek tog skupa s P (prema svojstvu 3.). Analogno je to duzina
[1,2]>< {1} za skup [l,z]x (—00,1], duzina {2} ><[1,2] za skup [2,00) X[1,2] te duzina
[1,2]>< {2} za skup [1,2}{2,00).

Preostaje naci presjek skupa P s neograni¢enim skupovima iz €2. Svaki takav
skup S sadrzi samo jednu kriti¢cnu to¢ku koja se nalazi u vrhu ruba tog skupa. Prema
svojstvu 7. ili je ta kriti¢na tocka presjek skupova S i P ili je presjek polupravac koji
zapocinje u toj kriti¢noj tocki, i nije podskup ruba od S. Dakle, potrebno je ispitati
postoji li neka tocka u unutrasnjosti skupa S koja jeiu P.

Uvrstimo npr. x = 0 u zadanu jednadzbu. Imamo g( y) = | Y- 1| + | y —2| =3 paiz
pripadnog grafa (slika 3) ocitamo da su rjeSenja y = 0 i y = 3. Iste vrijednosti dobiva-
mo iza x = 3. Prema tome, tocke (0, 0), (0, 3), (3, 0), (3, 3) pripadaju skupu P. Dakle,
u svakom neogranicenom skupu iz € odredili smo po jo$ jednu tocku iz P pa u tom
skupu crtamo polupravac.

Konacno, trazeni skup je unija kvadrata i cetiriju polupravaca (slika 5).
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Slika 5.

Primjer 3. Opisat ¢emo i skup tocaka zadan s

Rjesenje.

|x—2|+|x—3|=|y—1|+|y—4|.

Kriticni pravci su x =2, x =3tey=1iy=4. Zax =21ix =3 imamo

g(y) =|y—1|+|y—4| =1. Kako jednadzba g(y) =1 nema rjesenja (slika 6), na tim

kriticnim pravcima nema kriti¢nih tocaka.

Poucak 71.indd 45
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A

Slika 6.
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S druge strane za y = 1i y = 4 imamo f(x)=|x—2|+|x—3|:3,paimamoxz 1

ix =4 (slika 7).

flx)=3

Dakle, kriti¢ne tocke jednadzbe su tocke (1, 1), (1, 4), (4, 1), (4, 4) (slika 8).

Slika 7.

A
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Dakle, u tri skupa iz €2 koji se nalaze izmedu pravaca x = 2 i x = 3 nemamo kri-
ticnih tocaka pa je prema tome njihov presjek sa skupom P neprazan (svojstvo 1.).

U skupovima (—0,2 [x[1,4] i [3,00) X[1,4] imamo po dvije kriti¢ne tocke pa je
presjek svakog od njih s trazenim skupom P duzina (svojstvo 5.). Kod prvog skupa
radi se o duzini {1} x[l,4], a kod drugog o duzini {4} x[l,4].

U svakom preostalom neograni¢enom skupu § iz €2 imamo po jednu kriti¢nu
tocku koja se ne nalazi u vrhu ruba skupa S pa je u njemu prema svojstvu 7. potreb-
no nacrtati polupravac. U skupu S dakle trazimo jo$ jednu tocku koja zadovoljava
zadanu jednadzbu. O¢ito je da nema smisla traziti tocke (x, y) takve daje 1<x<4.
Pokusajmo s x = 0. Imamo |y—1|+|y—4| =5 pajey=0iy=>5(slika6). Zax =5 opet
je |y - 1| + |y - 4| =5 teje takoder y = 01iy = 5. Dakle, ucrtavanjem tocaka (0, 0), (0, 5),
(5, 0), (5, 5) mozemo odrediti trazene polupravce.

Kona¢no, skup P sastoji se od dviju duzina i Cetiriju polupravaca (slika 9).

A

Slika 9.

Primjer 4. Odredujemo tocke koje zadovoljavaju jednadzbu

2|x—1|+|x—3|+|x+1|=2|y—1|+|y—3|.
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Rjesenje.
Sada podijelimo ravninu kriti¢nim pravcimax =-1,x=1,x=3tey=1iy = 3.

Kao i prije, na tim pravcima trazimo kriti¢ne tocke jednadzbe.

Skiciramo graf funkcije f pridruzene lijevoj (slika 10) te graf funkcije g pridruze-

ne desnoj strani (slika 11) jednadzbe te na njima ocitavamo vrijednosti.
13
Prvo, za x =-1 iz zadane jednadzbe dobivamo g(y)=8 pa imamo :? i

y=-L
1
Nadalje, za x = 1 je g(y) =4 paje y=s5i y=3.

13
Konacno, za x =3 je g(y) =8 paje opet y=3 iy=-1.

flx)=4

flx)=2

v

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Slika 10.

S druge stranezay =1 je f (x) =2, §to nema rjeSenja.

I napokon, za y = 3 je f(x)=4,tejex=1.
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gy)=12

g(y)=8

g(y)=4

v

Slika 11.

Sada u koordinatnom sustavu crtamo dobivene kriti¢ne tocke

13 1 13 ,
(—1,?} (-1,-1), (1,5} (13), [3,?} (3,-1) (slika 12).

A

10

9

8

7

6

5
o o

4

3 o

2

1

o] o o

3 2 1 Jo1 2 3 4 5 6

o -1 °

-2

-3

Slika 12.
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U dva ogranicena skupa iz €2 imamo samo po jednu kriti¢nu tocku, pa prema
svojstvu 6. u njima crtamo samo te tocke. U neogranicenim skupovima iz & koji se
nalaze izmedu pravaca x = -1 i x = 3 imamo po dvije kriti¢ne tocke pa u njima crtamo
duzine kojima su te tocke krajnje (svojstvo 5.). Imamo i dva neogranicena skupa iz
izmedu pravaca y = 1 i y = 3 koji ne sadrze kriticne tocke pa u njima ne crtamo nista
(svojstvo 1.). U ostalim skupovima imamo po jednu kriticnu toc¢ku koja nije u vrhu
ruba skupa pa u njima moramo crtati polupravce (svojstvo 7.). Dakle, u tim skupo-
vima trebamo odrediti po jo$ jednu to¢ku koja zadovoljava jednadzbu. Nadimo te

7

tocke npr. za x = -2 i x = 4. U oba je slucaja g(y):12 paje y:%7 i y:—g.

Dakle, trazeni polupravci su, osim kriticnim tockama, odredeni i tockama
1

_2)_7 5 _2)_Z > 4’£ > 4’_1 .
3 3 3 3

Konac¢no, trazeni skup izgleda kao na slici 13.

A
8

7

6

v

Slika 13.
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