Poucak 72

Zanimljivi zadatci s brojem 2017

KATARINA VINCETIC!, SNJEZANA MAJSTOROVIC?

1. Uvod

Zadatci s brojem tekuce godine cesto se pojavljuju na skolskim, zupanijskim i
drzavnim matematickim natjecanjima za ucenike srednjih $kola. Takve zadatke na-
stavnici mogu ukljuciti i u redovnu nastavu prilagodavajuci ih nastavnoj cjelini koju
obraduju.

2. Kako osmisliti zadatke s brojem tekuée godine?

Svaki nastavnik dovoljno je vjest da sam moze osmisliti zadatke s brojem teku-
¢e godine, a u sklopu nastavne cjeline koju obraduje. Medutim, za stvaranje takvih
zadataka mogu posluziti sli¢ni zadatci s proslogodisnjih natjecanja ili zadatci iz na-
stavnih udzbenika.

Zadatci s proslogodisnjih natjecanja dostupni su na web stranicama natjecanja
iz matematike v. [1]. Svaki ih nastavnik moze potraziti, odabrati one u kojima se po-
javljuje broj tadasnje tekuce godine, te ih modificirati u zadatke s brojem 2017. Kada

nastavnik odabere takve zadatke, potrebno je razmisliti o na¢inima i mogu¢nosti nji-
hova modificiranja u zadatke s brojem 2017. Pogledajmo sljedece primjere.

2.1. Primjer (Drzavno natjecanje iz matematike, 1. razred, B varijanta, 2016.)
Rijesite nejednadzbu

x—8 x-7 x-6 x-5 x-4

+ + + +

2012 2013 2014 2015 2016

x—2012 x-2013 x-2014 x-2015 x-2016
+ + - + :
8 7 6 5 4

<

Prije samog modificiranja zadatka, pogledajmo ideju njegova rjesavanja. Zadatak
rjeSavamo tako da dodamo pet puta —1 na obje strane nejednadzbe, sredimo izraze,
prebacimo sve pribrojnike na lijevu stranu i izlu¢imo zajednicki faktor. Dobivamo

'Katarina Vinceti¢, Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku, Osijek
2Snjezana Majstorovi¢, Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku, Osijek
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ZANIMLJIVI ZADATCI S BROJEM 2017

1 1 1 1 1 11 1 1 1
(x—zozo)( + + + f—————— Jgo,

Izraz u drugoj zagradi je negativan jer je svaki od prvih 5 razlomaka manji od
svakog od drugih 5 razlomaka. Stoga je izraz manji ili jednak nuli ako i samo ako je

x—2020>0, paje rjeSenje zadatka x e [2020, +oo).

Zadatak Zelimo modificirati tako da ideja rjesavanja ostane ista, a da se u zadat-
ku pojavljuje broj tekuce godine, broj 2017. U ovom slucaju to mozemo uciniti na
vie nacina.

Jedna mogu¢énost je dodavanje pribrojnika, i to jednog na lijevu, a drugog na
desnu stranu nejednadzbe, prateci pritom postojece pribrojnike. Pogledajmo:

x—8 x-7 x-6 x-5 x—4 x-3
+ + + + +
2012 2013 2014 2015 2016 2017
x—2012 x-2013 x—-2014 x-2015 x-2016 x-—2017
< + + + + + .
8 7 6 5 4 3

Druga moguc¢nost je, ako zelimo da broj pribrojnika ostane isti, izbacivanje pr-
vih pribrojnika na lijevoj i desnoj strani nejednadzbe i umjesto njih dodavanje pri-
brojnika kao u prethodnom slucaju:

x=7 x-6 x-5 x—-4 x-3
+ - - +
2013 2014 2015 2016 2017
x—2013 x-2014 x-2015 x-2016 x-2017
+ + + + :
7 6 5 4 3

<

Kada smo proucili ideju rjesavanja zadatka, mozemo se i malo vise .poigrati”
prilikom njegova sastavljanja. Umjesto zajednickog faktora x — 2020, mozemo zahti-
jevati da zajednicki faktor bude npr. x — 2018. Tada, umjesto uzastopnih godina na
lijevoj i brojeva na desnoj strani nejednadzbe, mozemo krenuti npr. od tekuce godine
i uzeti tri prethodne «neparne” godine. Dobivamo:

x-1 x-3 x-5 x-7 x-2017 x-2015 x-2013 x-2011
+ + + < + + + .
2017 2015 2013 2011 1 3 5 7

Rjesavanje modificiranih nejednadzbi prepustamo citatelju!

2.2. Primjer (Skolsko natjecanje iz matematike, 2. razred, B varijanta, 2016.)

Ako je
1+i)  (1=i)
-] %)
gdjeje neN, i* =1, koliko je f(n+2016)— f(n-2016)?
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Rjesenje:
1.‘,—1 n+2016 1_1 n+2016
n+2016)=| — Y inid
rs09=( | o]
2016 n 2016 n
_(1+ij (1+ij J{l—ij (1—1‘}
V2 V2 V2 V2 )
Kako je
1008
(ﬂ 2016 ~ ﬂ 2 ~ g 1008 _i1008 _1
V) |2 \2)
isliéno
1\2016
(ﬁj =1
\/E >
slijedi

f(n+2016)=[%}n +(1—\Ej = f(n).

Kljucan korak u rjesavanju ovog zadatka je djeljivost broja 2016 s 2. Kako je 2017
prost broj, ovaj zadatak ne mozemo modificirati u zadatak s brojem 2017, a da ideja
njegova rje$avanja ostane ista. Mozemo li to uciniti sljedece godine?

Ideju osmisljavanja zadataka s brojem tekuce godine nastavnici mogu pokazati
i ucenicima te ih uciniti stvarateljima, a ujedno i rjeSavateljima zadataka. Naprimjer,
prilikom ponavljanja obradenih cjelina ili cjelokupnog gradiva, nastavnici mogu
uputiti u¢enike u metode stvaranja takvih zadataka, a onda od njih zatraziti da poku-
$aju samostalno osmisliti barem jedan zadatak te vrste. Nakon §to su zadatci uspjesno
osmisljeni, ucenici ih rjeSavaju i o njima raspravljaju. Na taj nacin uloga ucenika
nije samo u rjesavanju zadataka, ve¢ moraju razmisljati i o nacinima i o mogu¢nosti
njihova modificiranja kako bi dobili smisleno rjesenje. Ucenici postaju aktivni stva-
ratelji i sudionici nastave!

3. Zadatci

U ovom odjeljku zadatci su podijeljeni u cetiri poglavlja koja se redom odnose
na prvi, drugi, treci i cetvrti razred srednje $kole. Unutar svakog poglavlja grupirani
su s obzirom na neke cjeline koje se obraduju na nastavi matematike na toj razini
prateci gimnazijski program.
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ZANIMLJIVI ZADATCI S BROJEM 2017

3.1. Zadatci za prvi razred srednje Skole

Jedna od nastavnih cjelina u prvom razredu srednje $kole je .Potencije i alge-
barski izrazi”. Unutar te cjeline mogu se osmisliti razni zanimljivi zadatci s brojem
2017. Prije proucavanja samih zadataka ucenici trebaju ponoviti definiciju potencije
i pravila za racunanje s potencijama i algebarskim izrazima.

3.1.1. Zadatak
Odredite cijele brojeve x, <x, <x, <x, <x, <x, <x, zakoje vrijedi
2% 427 427 2% 2% +2% 427 =2017.
Rjesenje:
Kako je 2" =2048 > 2017, mora vrijediti x” <10.S obzirom da je
20420427 427 420 27 420 427 427 + 27 421 = 2047

2' 422 +2° +2% =30,

rje$enje zadatka je uredena sedmorka (xl,xz,x3,x4,x5,x6,x7 ) = (0,5,6,7,8,9,10).

(D35

(s bm)
L[ AN )

3.1.2. Zadatak

IzraCunajte

Rjesenje:

(D D e D () (i 5

32435 2016 2018

223344 72017 2017
12018 1009
2 2017 2017

3.1.3. Zadatak

Odredite posljednje dvije znamenke broja 6.
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Rjesenje:

Neposrednim izra¢unavanjem utvrdujemo da brojevi 6°,6°,6*,6°,6°,6,...zavrsavaju
redom znamenkama 36,16,96,76,56,36,... pa se posljednje dvije znamenke perio-
di¢no ponavljaju, i to s periodom od 5 brojeva. Kako je 2017 =5-403+2, to broj
6" zavr$ava istim znamenkama kao i 6% tj. posljednje dvije znamenke broja 6*°'” su
redom 3i6.

3.1.4. Zadatak
Odredite posljednje tri znamenke broja
22007 _ 2015 4 92012,
Rjesenje:
Nakon izluc¢ivanja zajednickog faktora dobivamo
20 =22 422 =27 (20 -2 +1)

=2""1.25
=2%1%.2%.25
=2""".100.

Potencije broja dva koje su vece od 1 imaju zadnje znamenke redom 2, 4, 8, 6, 2,

4, 8, 6... pa zaklju¢ujemo kako zadnju znamenku 6 imaju one potencije ¢iji je ekspo-

nent djeljiv s 4. Budu¢i da je 2010 =502 -4 + 2, zadnja znamenka broja 2*°'’jednaka je
4, a mnozenjem sa 100 dobivamo da su zadnje tri znamenke redom 4, 01 0.

3.1.5. Zadatak

Skratite razlomak
2017°"*-2017°
20177 +2017"* +2017°

Rjesenje:

Izlu¢ivanjem zajednickog faktora i koristenjem formule za razliku kubova dobivamo
201772 -2017° 201732017 —2017°)

2017°" +2017"* +2017° 2017°-(2017*" +2017"" +20172)

(2017” —2017)-(20172” +2017" -2017+20172)
2017-(20172" +2017" -2017+20172)
=2017""—1.
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ZANIMLJIVI ZADATCI S BROJEM 2017

3.1.6. Zadatak

Dokazite da ako je zbroj nekih 2017 prirodnih brojeva djeljiv sa 6, onda je i zbroj
njihovih kubova djeljiv sa 6.

Rjesenje:

Izlu¢ivanjem zajednickog faktora i koristenjem formule za razliku kvadrata, za svaki
prirodan broj a vrijedi da je broj a® —a =a(a—1)(a+1) djeljiv sa 6, jer je umnozak
triju uzastopnih brojeva uvijek djeljiv sa 6. Stoga je i

3

2017 @

3 3
a, —a, +a,—a,+..+a 017

djeljiv sa 6. Mozemo ga napisati u obliku
3

3 3
(a1 +a +...+azm7)—(a1 +a, + oty ).

3

djeljiv sa 6, to je i zbroj kubova a; +a; +...+aj,,,

Kako je zbroj a, +a, +...+a
djeljiv brojem 6.

2017

3.1.7. Zadatak
Ako je

koliko je e
b

Rjesenje:

Racunanjem umnoska

odnosno
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Slijedi
2 +1=2017-2017-2
b b

2018-—=2016

Sl SEEC NN

3.1.8. Zadatak
Rastavite na faktore izraz x* +2017x* +2016x +2017.
Rjesenje:

Rastaviti na faktore viseclani algebarski izraz znadi zapisati ga u obliku umnoska.
Dodavanjem i oduzimanjem monoma x° i koridtenjem formule za razliku kubova
dani izraz postaje

x* +2017x +2016x+2017 = x* +x° + x* +2016(x* + x+1) +1-x°
=x2(x2 +x+1)+2016(x2 +x+1)+(1—x)(x2 +x+1)
= (x2 +x+1)(x2 —x+2017).

3.1.9. Zadatak
Odredite prirodan broj x tako da vrijedi jednakost x**"7 —x*"'® =2017.

3.1.10. Zadatak

Odredite posljednju znamenku broja 15" +90*" + 66",

3.1.11. Zadatak

Odredite posljednje dvije znamenke broja 72"

Zadatci u koje takoder mozemo ukljuciti broj 2017, a koji su primjereni u¢enicima
prvog razreda srednje $kole, zadatci su u kojima se trebaju primijeniti pravila za dje-

ljivost prirodnih brojeva.

3.1.12. Zadatak

Odredite $esteroznamenkaste brojeve oblika a2017b koji su djeljivi s 36.
Rjesenje:

Broj je djeljiv s 36 ako i samo ako je djeljivs 4 is 9. Prema tome, broj 7b djeljiv je s 4
(dvoznamenkasti zavrsetak), a zbroj a+2+0+1+7+b=10+a+bdjeljivje s 9.
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ZANIMLJIVI ZADATCI S BROJEM 2017

Na osnovi djeljivosti broja 7b's 4 dobivamo b e {2,6}. Iz toga slijedi
" b=2: 9|10+a+2 = a=6,
2°b=6: 9|10+a+6 = a=2.

Trazeni brojevi su 620 172 i 220 176.

3.1.13. Zadatak

Koliko najvi$e elemenata moze imati podskup skupa {1, 2, 3..., 2017} tako da za svaka
dva elementa a i b tog podskupa broj a + b nije djeljiv brojem a — b?

Rjesenje:

Tvrdimo da je odgovor 673.

U podskupu ne smijemo imati uzastopne elemente aib =a + 1 jer 1 dijelia + b.
Takoder, u podskupu ne smijemo imatiaib = a + 2 jer 2 dijelia + b = 2a + 2.

Dakle, medu tri uzastopna broja u podskupu se moze nalaziti najvise jedan. Zato
podskup s trazenim svojstvom moze imati najvise 673 elemenata.

Podskup A = {1, 4, 7..., 2014, 2017} sastavljen od brojeva koji pri dijeljenju s 3 daju
ostatak 1 ima 673 elemenata.

Za bilo koja dva elementa a, b € A broj a - b je djeljiv s 3, a broj a + b daje ostatak 2,
paa - bnedijelia+ b.

3.2. Zadatci za drugi razred srednje Skole

Na pocetku drugog razreda srednje $kole ucenici upoznaju skup kompleksnih
brojeva, susre¢u se s pojmom imaginarna jedinica, definiraju ga i uocavaju kako za
proizvoljnu potenciju imaginarne jedinice vrijedi

1, n=4k

" i n=4k+1

PR peaken FENe
—i, n=4k+3

a takvo svojstvo potenciranja daje nam brojne mogucnosti za sastavljanje zadataka s
kompleksnim brojevima, pa tako i onih u kojima se pojavljuje broj 2017.

3.2.1. Zadatak

Izracunajte vrijednost izraza

2014 22015

+i -2016

+i -2017‘

Pt i+ 4 +i
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Rjesenje:

Kako za proizvoljnu potenciju i” vrijedi prethodno navedena formula, razvrstat
¢emo pribrojnike iz zadatka u Cetiri skupine:

1. =i’ =i" =...=i"" =i (504 &ana)

2. i't=i*=i"=..=i""° =1 (504 &ana)

3. =i =i" =..=i"" =i =i (504 dana)
4. *=i" =" =...=i"" =—1 (504 dana).

Vrijednost izraza jednaka je 504 - (—i) +504-1+504-i+503 -(—1) =1.

3.2.2. Zadatak )

Za koje ¢e prirodne brojeve n izraz (ﬂj biti realan broj? Koliko je takvih 7 koji
2—i

su manji od 20177

Rjesenje:

[3+1:j :(3+1:.2+1:j —(1+1Y.

2—i 2—i 2+i

Razmotrit ¢emo dva slucaja:

1on=2ks (1) = (1) = (1) )k = (2 +2i+#) =(2i). Ovo e biti realan
broj ako i samo ako je k paran, tj. n = 4.

2° n=2k+1: (1+i)n =(1+i)2k+l =(2i)k -(1+i). Ne postoji takav k za koji je ovaj
izraz realan broj.

Prirodnih brojeva manjih od 2017 koji su djeljivi s 4 ima 503.

U drugom polugodistu drugog razreda obraduje se nastavna cjelina ,,Eksponen-
cijalna i logaritamska funkcija“ Kako bi ucenici uspjesno rjesavali zadatke s logari-
tamskom funkcijom, trebaju znati njezina svojstva.

3.2.3. Zadatak
Dokazite da je

1 1 1 1
1 1+-=|+1 1+—|[+...+1 1+—|+...+1 1+——|<11.
o8, (17 108,143 .t tog, 1 .. og, 105

Rjesenje:

Prema svojstvu za logaritam kvocijenta dobivamo
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ZANIMLJIVI ZADATCI S BROJEM 2017

J’_

log2(1+ j—logz(%j—logz k+1) logz(k)

Zbrajanjem takvih izraza za sve k € {1,2, 2017} imamo

1 1
log2£1+1j+log2[1+ j+ +log2(1 j+ +10g2(1+mJ

=(log,2—-log,1)+(log,3~log,2)+...+(log, 2018 —log, 2017)
=log, 2018 —log, 1
=log,2018.

Bududi da je 2018 <2048 = 2", slijedi log, 2018 <log, 2" =11 pa smo time do-
kazali zadanu nejednakost.

3.2.4. Zadatak
Rijesite jednadzbu
log,, x +10g,7 x +1og oo+ + 108, oo x = 2017,
Rjesenje:
Primjenom svojstava logaritamske funkcije lijevu stranu jednadzbe mozemo zapisati

ovako:
log,,, x+2log,, . x+3log,, . x+..+2017log,,, x

=(1+2+3+..4+2017)log,,,, x

~2017-2018

lo X.

g2017

Sada je polazna jednadzba ekvivalentna jednadzbi

2017-2018

log,,,, x =2017.

2017

2

Iz prethodne jednakosti slijedi x = 20172, tj. x = *§/2017°.
3.2.5. Zadatak

Usporedite brojeve a =2V i p=2017V%7?,
Rjesenje:

Koristeci svojstva logaritamske funkcije imamo
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log2V°*%*" = [log,2017 -log2
_ 10g2017.10g2
log2
:\/log2017.(log2)z

log2

=,/log2017 -log2

log2017V7* = [log,, -2 -log2017
_ [ 10821005017
log2017

_ |- 1082 (1562017
log2017

=,/log2-log2017.

Zaklju¢ujemo loga =logb, tj. a=">.

3.2.6. Zadatak
Pokazite da je umnozak rjesenja jednadzbe
X \[2017 = x>V
prirodan broj.
Rjesenje:

Logaritmiranjem jednadzbe po bazi 2017 i primjenom svojstava logaritamske funk-
cije dobivamo

2017

1
log,,, (xl"gz"”x 20172 J log,,,, X

1
log2017xl°g2°" *+log,,,,20172

2017log,,,,x

1
log,,,, x-log,, . x +Elog20172017 2017log,,,,x

1
(log2017 x)2 —2017(10g2m7 x)+5 =0.

Uvodenjem zamjene log, = x = t dobivamo kvadratnu jednadzbu

1
t2—2017t+5 =0,
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iz koje slijedi, koristenjem Vieteovih formula, ¢, +¢, =2017. Vracajuci zamjenu u
prethodnu jednakost dobivamo

l0g,,; %, +1og,, x, =2017
log,,, (x1 -xz) =2017.

2017

Zakljucujemo da je x, - x, =2017

3.2.7. Zadatak

Neka su x i y pozitivni realni brojevi za koje vrijedi
2 =16 i log i, +108,,, ¥y > 0.

Dokazite da je y > l
2

3.2.8. Zadatak

log,g17 X 2016

Izrac¢unajte umnozak rjesenja jednadzbe 2016- x =x

3.3. Zadatci za treéi razred srednje Skole
Za ucenike trec¢ih razreda srednje $kole, broj 2017 uklopit ¢emo unutar trigo-
nometrijskih zadataka, tj. zadataka s funkcijama sinus, kosinus, tangens i kotangens.
3.3.1. Zadatak
Odredite sve parove (x, y) realnih brojeva za koje vrijedi
4
x

sin(x2 —Sy)—l > 017"

Rjesenje:

Najveca vrijednost funkcije sinus jednaka je 1 pa vrijedi sin(x2 -5 y) —1<0. S obzi-
4

rom da je >0, nejednakost ima smisla ako i samo ako su joj obje strane jednake

0. Stoga je x =0.

Nadalje, iz sin(—Sy) =1 slijedi -5y = §+2k77, aondai y= _%_ZI{T”, keZ.

Zaklju¢ujemo da su trazeni parovi realnih brojeva oblika (0,—£—M—”j, keZ.
10 5
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3.3.2. Zadatak (Zupanijsko natjecanje iz matematike, 3. razred, B varijanta, 2016.)

Pokazite da vrijednost izraza

L 20167 . L 2017x) . ,( 2018%
sSin | X — 3 +sIn" | x— 3 +sIin" | x— 3

Kori$tenjem svojstva periodi¢nosti funkcije sinus i adicijskog identiteta za sinus ra-
zlike imamo

. 2 20167 .2 20177 .2 20187
sin”| x— 3 +sin”| x — 3 +sin”| x — 3

2
=sin’ (x - 6727[) +sin’ [x —%— 6727[} +sin’ (x —?ﬂ —6727rj

s 2 22 i .2 27
=SIn" x +sin X—; +sin X—?

2
. 2 . Vi LT . 2r . 2
=sin” x +| sinxcos——cosxsin— | +| sinxcos— —cosxsin—
3 3 3 3
2 2
L (1. B 1. B
=sin” x+| —sinx ———cosx | +| ——sinx ———cosx | .
2 2 2 2

Sredivanjem izraza te primjenom temeljnog trigonometrijskog identiteta dobivamo

. 2 20167 .2 20177 .2 20087} 3., 3 , 3
sin”| x— +sin”| x— +sin”| x — =—sin"x+—cos" x =—
3 3 3 2 2 2

ne ovisi o x.

Rjesenje:

2

pa vrijednost zadanog izraza ne ovisi o x.

3.3.3. Zadatak
Rijesite jednadzbu

. ( 2017;:) ,
sSin| X — ) +COS™ X

sin(2x +20177) 2

Rjesenje:
Pojednostavimo lijevu stranu jednadzbe koristeci svojstvo periodi¢nosti funkcije si-

nus, temeljni trigonometrijski identitet i trigonometrijski identitet za sinus dvostru-
kog kuta:
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. 20177 3 . V4 3
sin| x — 5 +cos’x  sin x—z +cos” x

sin(2x+20177z) B sin(2x+7r)

—COoSXx + COS3 X

—sin2x
2
—cosx(l —Cos x)

—28inxcosx
sinx 1 .
=— =—sinx.

2sinx 2

Sada rjesavamo jednadzbu lsinx = l, tj. sinx =1. RjeSenja su x = Z 2kr, ke Z.
2 2 2

Medutim, to je nultocka nazivnika pa zadatak nema rjesenja.

3.3.4. Zadatak

Dokazite sljede¢u jednakost

J(§2017 ~2017) (V2016 -2016) + 2017 2016 = L< 40

2cos’ 20°

Rjesenje:
Koristenjem trigonometrijskog identiteta polovi¢nog kuta za funkciju kosinus, desna
strana zadane jednakosti jednaka je 1 pa treba dokazati jednakost

\/(\/ﬁ_zow)2 —\/(\/M—zom)z +~/2017 —y2016 = 1.

Kako je
\/(M 2017) =[2017 -2017) = ~(+/2017 ~2017) = 2017 2017
i analogno,
\/(\/ﬁ—zom)2 =2016-+/2016,
dobivamo

2017 —-~+/2017 +~+/2017 —2016 ++/2016 —+/2016

¢ime je jednakost dokazana.

3.3.5. Zadatak

Neka su a, b, ¢ duljine stranica trokuta, a @, 8, y redom nasuprotni kutovi. Ako je
ctgy

a’ +b’> =2017¢°, izralunajte ——27
ctg a+ctg S
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3.4. Zadatci za €etvrti razred srednje Skole

U Cetvrtom razredu srednje Skole neke od nastavnih cjelina koje se obraduju na
nastavi matematike su Nizovi” i .Funkcije”. Zadatke s brojem tekuce godine grupirat
¢emo u te dvije cjeline.

Pogledajmo prvo zadatke s nizovima.

3.4.1. Zadatak

Dan je niz brojeva tako da je svaki ¢lan toga niza, pocevsi od drugog, jednak zbroju
njegova dva susjedna ¢lana (zbroju njegovog prethodnika i sljedbenika). Zbroj prvih 8
¢lanova je 7, a zbroj prvih 29 ¢lanova je 3. Odredite zbroj prvih 2017 ¢lanova tog niza.

Rjesenje:
Oznacimo s a prviis b treci ¢lan tog niza. Na osnovi uvjeta zadatka dani niz je oblika
a,a+ b,b,—a,—(a + b),—b,a,a +b,b,...

Dakle, niz je periodi¢an s periodom duljine 6. Primijetimo da je zbroj prvih 6 ¢lanova
jednak 0, jer imamo tri para suprotnih brojeva, pa je zbog periodi¢nosti zbroj svakih
6 uzastopnih ¢lanova jednak 0. Kako je zbroj prvih 8 ¢lanova jednak 718 = 6 + 2, sli-
jedi a+a+b=2a+b="7. Nadalje, zbroj prvih 29 ¢lanova jednak je 3i 29 =4-6+ 25,
prema tome

a+a+b+b+(-a)+(—(a+b))=b=3

pa je a = 2. Konacno, zbog 2017 =6-336+1, zaklju¢ujemo da je zbroj prvih 2017
¢lanova niza jednak a = 2.
3.4.2. Zadatak
Zadan je niz 2, 5, 8, 11, 14... Odredite 2017. ¢lan tog niza.
Rjesenje:
Zadani niz je aritmeticki niz s prvim ¢lanom a, = 2 i razlikomd =a,-a =5-2=
= 3. Prema formuli za op¢i ¢lan aritmetickog niza slijedi
Ay, =2+(2017-1)-3 =6050.

2017

3.4.3. Zadatak

Tri razlicita realna broja a, 2017 i b su tri uzastopna ¢lana geometrijskog niza. Ako
su brojevi a+2017,b+2017 i a + b tri uzastopna c¢lana aritmetickog niza, odredite
brojeve a i b.

Rjesenje:
Niz a+2017,b+2017,a+b je aritmeticki, a buduci da je svaki ¢lan aritmetickog

niza, osim prvog, jednak aritmetickoj sredini ¢lana neposrednoprije njega i ¢lana
neposredno nakon njega, slijedi
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b4 2017 = a+2017+a+b
b+2017
a=—-:
2
. . 1 2017 b .
Niz 4,2017,b je geometrijski kojem je g=-—-=——. Kako je kvadrat svakog
2017

¢lana geometrijskog niza, osim prvog, jednak umnosku ¢lana neposredno prije njega

i ¢lana neposredno nakon njega, slijedi ab =20177.

M.bzzowz,

b* +2017b-2-2017* =0.

Iz prethodne jednakosti dobivamo

 —2017++2017° +8-2017° _ —2017+3-2017

2 2
b, =2017, b, =—4034.

b

b+2017 _ 2017

Iz b #2017 slijedi b =-4034. Tadaje g =
2 2

Ljepota matematike je u tome $to unutar jednog zadatka mozemo kombinirati vise
cjelina koje se obraduju tijekom jedne skolske godine pa se tako na ovogodi$njem
skolskom natjecanju za ucenike Cetvrtih razreda srednje $kole - A varijanta pojavio
zadatak u kojem se spominje broj 2017, a koji od ucenika zahtijeva poznavanje nizo-
va, ali i principa matematicke indukcije koji se takoder obraduje u ¢etvrtom razredu.

3.4.4. Zadatak (Skolsko natjecanje iz matematike, 4. razred, A varijanta, 2017.)
Nizovi (xn) i ( yn) zadani su rekurzivno:
x=3 y»=1
X, =3x,+y, zasvenel;

Yo =3x,+3y,, zasveneN.

2 2017
=87

Ve . 2
Dokazite daje x; . — y5,, =

Rjesenje:
DokaZzimo matemati¢kom indukcijom da za svaki prirodni broj n vrijedi x> — y> = 8".

Baza indukcije. Za n =1 imamo x} — y; =3*—1> =8.

Pretpostavimo da za neki prirodan broj n vrijedi x? — y? = 8".
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Tada je

2 —_—

xn+1 y§+1:(3xn+yn)2_(xn+3yn)2

=8x -8y, =8(x - y})
— 8 . 8n — 8n+1.
Prema principu matematicke indukcije slijedi x? — y2 = 8" za svaki prirodan broj n.

Budu¢i da smo tvrdnju dokazali za sve prirodne brojeve n, tvrdnja posebno vrijedi i
za n = 2017, $to je trazeno u zadatku.

3.4.5. Zadatak

Nekaje a =*%/2017 inekaje (a,) niztakavdaje a, =a ia, =a" za n>1. Postoji
li prirodan broj n takav da je a, >2017?

Rjesenje:

Takav prirodan broj ne postoji.

Dokazimo matematickom indukcijom da za svaki prirodan broj n vrijedi a, <2017.
Baza indukcije. Za n = 1 vrijedi a = *%/2017 <2017.

Pretpostavimo da za neki prirodan broj n vrijedi a, <2017. Tada je

_ _a, 2017 __
a, =a"<a " =2017.

Po principu matematicke indukcije slijedi a, <2017 za svaki prirodan broj n.

Kako bi uspjesno rjesavali zadatke s funkcijama, ucenici trebaju znati definirati po-
jam funkcija, te osnovna svojstva elementarnih funkcija.

3.4.6. Zadatak

Neka su a, b i ¢ realni brojevi i f:R—>R funkcija zadana formulom
f(x)=ax’+bx’ +csinx—1. Akoje f(-2017)=2017, odredite f(2017).
Rjesenje:

Bududi da je (—x)5 =—x, (—x3) =—x" i sin(—x) = —sinx, vrijedi

f(-2017)=-2017"a—2017°b—csin2017 —1.
Iz toga je

f(2017)=2017°a+2017°b +¢sin2017 -1 =—f (-2017) —1—-1=—2019.

3.4.7. Zadatak
Izratunajte a—b+c—1 akoje f(x+1)=x"+2017x i f(x+2)+ f(x+3)=ax’+bx+c.
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Rjesenje:
Iz uvjeta f(x+1)=x"+2017x dobivamo
f(x)=f((x=1)+1)=(x-1)" +2017(x-1)
=x"—2x+1+2017x-2017
=x’+2015x —2016.
Kako je
f(x+2) =(x+2) +2015(x +2)-2016
=x"+4x+4+2015x+4030—2016
=x>+2019x+2018

f(x+3)=(x+3) +2015(x+3)-2016
=x" +6x+9+2015x +6045-2016
=x”+2021x + 4038,
slijedi
f(x+2)+ f(x+3)=2x +4040x +6056,
odnosno a =2,b=4040 i ¢ =6056 paje
a—b+c—1=2-4040+6056—1=2017.

3.4.8. Zadatak

Prvi ¢lan niza je 7, a svaki sljede¢i ¢lan dobije se tako $to se prethodni kvadrira, zbroje
se znamenke i doda 1. Tako su sljedeca dva ¢lana 14 i 17. Odredite 2017. ¢lan niza.

3.4.9. Zadatak
Odredite vrijednost polinoma P(x,y) =x"""* +2017y, akoje x* +2x+y* =4y +5=0.
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