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Je li nula prirodni broj?’

| jos neka dobra pitanja na koja u nastavi matematike
nije dan dobar odgovor

Boris CULINA%, GORDANA PAIé? 1 ZELJKO BOSNJAK?
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Sazetak. U ¢lanku su razmatrana neka pitanja na koja u nastavi matematike nisu
dani dovoljno dobri odgovori: Je li nula prirodni broj? Ima li razlike izmedu razloma-
ka i racionalnih brojeva? Je li vektor usmjerena duzina? Sto je sli¢nost? Je li funkcija
flx) = ax + b linearna ili afina funkcija? Svako pitanje ilustrira jedan tip problema
kojemu u nastavi matematike treba na ispravan nacin pristupiti.

Je li nula prirodni broj?

U Nastavnom planu i programu za osnovnu $kolu [1] navedeno je kao obrazov-
no postignuce u petom razredu da nula nije prirodni broj. Tako stoji i u udzbenicima
za osnovnu $kolu koji se moraju drzati onoga $to je propisano ovim dokumentom.
Inzistiranje na tome da nula nije prirodni broj nema nikakve osnove, Stovise kontra-
produktivno je za matematicki razvoj ucenika. Naime, nije u pitanju nikakav zakon
prirode, nego samo konvencija koja je rezultat naSeg modeliranja brojevnih sustava.
A ta konvencija moze biti da nula nije prirodni broj, ali i da nula jest prirodni broj.
Kad se uzme neka knjiga koja ima i matematicki sadrzaj, dobro je provjeriti koristi
li autor jednu ili drugu konvenciju. Skup prirodnih brojeva obi¢no se oznacava sim-
bolom N. Oni koji uzimaju da nula nije prirodni broj, obi¢no skup prirodnih brojeva
zajedno s nulom oznacavaju N . Oni pak koji uzimaju da nula jest prirodni broj, skup
pozitivnih prirodnih brojeva obi¢no oznacavaju simbolom N*.

Glavni razlog da se nula ne uzme za prirodni broj jest da brojenje pocinjemo od
1. Medutim, kako onda izbrojiti koliko je CD-ova imala moja pokojna baka? Ugodno
je uzeti broj 0 kao stanje prije pocetka brojenja i tako zapoceti brojenje. Ako u sku-
pu koji prebrajamo nema elemenata, tada je rezultat prebrajanja broj 0. Nadalje, bez

'Predavanje odrzano na 7. kongresu nastavnika matematike RH, 2016. godine u Zagrebu.
*Boris Culina, Veleu¢iliste Velika Gorica, Velika Gorica

3Gordana Pai¢, OS Dr.Ivan Merz, Zagreb

*Zeljko Bognjak, OS Pavleka Miskine, Zagreb
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nule ne mozemo koristiti toliko vazan dekadski zapis brojeva, niti razviti odmah na
pocetku pojam neutralnog elementa za zbrajanje. Zato smatramo da je zamisao o pri-
rodnim brojevima ugodnije modelirati tako da se i broj 0 smatra prirodnim brojem.

Bez obzira na to uzmemo li da je nula prirodni broj ili ne, metodicki je vazno ne
predociti to uceniku kao neku veliku istinu o brojevima, ili pak kao neko obrazovno
postignuce, ve¢ kao rezultat naseg modeliranja ideje o brojevima, konvenciju koje se
(u danom kontekstu) trebamo drzati. Na taj nacin ucenik razvija predodzbu o ma-
tematici kao o ljudskoj djelatnosti u kojoj i on moze aktivno sudjelovati, a ne kao o
istinama koje su izvan dohvata obi¢nih smrtnika.

Sli¢nih je situacija puno u matematici, pa i u nastavi matematike. Npr. zasto
nema dijeljenja nulom, zasto je a° = 1, itd. Sve te situacije mozemo lako razrijesiti
imajuci na umu da je matematika ljudska djelatnost, rezultat naseg modeliranja ra-
znih zamisli, a ne skup vje¢nih istina o svijetu. Matematiku stvaramo, a ne otkrivamo.
I upravo je takvu trebamo prenijeti u¢eniku.

Ima li razlike izmedu razlomaka i racionalnih brojeva?

U Nastavnom planu i programu za osnovnu $kolu [1] sve vrvi od raznih vrsta
brojeva; razlomci, mjeSoviti brojevi, (konac¢ni) decimalni brojevi i racionalni brojevi.
Pritom se kao obrazovna postignuca istice umijece pretvaranja jednih brojeva u dru-
ge. U osnovi ove zbrke je nerazlikovanje zapisa i zapisanog, forme i sadrzaja. Naime,
razlomak, .mjeSoviti broj” i decimalni broj tek su zapisi racionalnih brojeva. Dakle,
postoje samo jedni brojevi (sadrzaj) koji imaju vise zapisa (forma). Mi transformira-

mo jedan zapis u drugi zapis istog broja, a ne transformiramo brojeve: %, 1 % il.5su
razliciti zapisi istog broja.

Nerazlikovanje zapisa i zapisanog vodi cijelom nizu logickih pogresaka. Npr. ra-
zlomci — i — su razliciti zapisi istog racionalnog broja. Razlomci (zapisi) mogu biti

skrativi ili neskrativi, dok za racionalni broj to svojstvo uopée nema smisla. Ako iden-
tificiramo razlomke (zapise) s racionalnim brojevima (zapisanim), tada ispada da je

e . .2 4, . .
isti racionalni broj = = P i skrativ i neskrativ.

Dakle, kratimo razlombke, a ne brojeve. Isto tako termin .mjesoviti broj” pogres-
no sugerira da je rije¢ o posebnoj vrsti broja. Ispravno je npr. govoriti o mjesovitom
zapisu racionalnog broja, a ne o mjesovitom broju. Isto tako ne valja govoriti .deci-
malni broj” ve¢ .decimalni zapis broja”. Istina, mi mozemo definirati decimalni broj
kao broj koji ima decimalni zapis, ali to je podskup skupa racionalnih brojeva koji ni
po ¢emu nije vazan, pa ga nema potrebe isticati.

Razlikovanje zapisa i zapisanog vrlo je vazno za ucenikovo matematicko obra-
zovanje, pogotovo zato $to je u matematici dobar zapis vrlo znacajan. Vazno je da
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ucenik razlikuje sadrzajno (5to je zapisano) od formalnog (kako je zapisano), koja su
svojstva zapisanog, a koja zapisa. Po smislu zapisa (zapisanom) postavljaju se proble-
mi, a o formi zapisa ovise formalni postupci rjesavanja.

Sto je sliénost?

Standardna definicija pojma sli¢nosti trokuta je da su trokuti slicni ako imaju
odgovarajuce kutove jednakih veli¢ina. Takva definicija sugerira da je slicnost pove-
zana s ocuvanjem oblika jer je oblik trokuta odreden njegovim kutovima, ali se rijet-
ko ide dalje od same sugestije. Takva definicija, mada formalno korektna, ogranic¢ena
je na trokut i skriva pravi smisao pojma sli¢nosti koji je temeljni pojam Euklidove
geometrije, pojam po kojem se ona razlikuje od drugih geometrija. Sadrzajno ko-
rektna definicija opceg pojma sli¢nosti je da su dva lika sli¢na ako se odgovaraju¢om
homotetijom jedan lik moze preslikati u lik sukladan drugom. Ova definicija, istina,
zahtijeva da se prvo opise homotetija koja je dosta jednostavno i samo po sebi zna-
¢ajno geometrijsko preslikavanje, kao i pojam sukladnosti proizvoljnih likova koji
se moze opisati pomocu intuitivnog pojma gibanja. Jedan prijedlog kako se ovakvo
uvodenje pojma slicnosti moze didakticki obraditi dan je u [2].

Primjer definiranja pojma sli¢nosti ilustrira op¢i problem ispravnog definiranja:
medu svim formalno korektnim definicijama nekog pojma treba izabrati onu koja
sadrzajno najbolje izrazava taj pojam.

Je li vektor usmjerena duzina?

Obic¢no se pojam vektora uvodi identificiranjem vektora s pojmom usmjerene
duzine. Takvo je uvodenje konkretno i jednostavno, ali pogres$no. Ispravna definicija
ili objasnjenje pojma vektora zahtijeva da je vektor nesto apstraktnije od usmjerenih
duzina: razli¢ite usmjerene duzine koje mozemo translatirati jedne u drugu odreduju
isti vektor. Veza usmjerenih duzina i vektora zahtijeva isti korak apstrakcije kao i veza
parova prirodnih brojeva i racionalnih brojeva: par prirodnih brojeva a i b odreduje

racionalni broj —, ali ne mozemo identificirati pozitivne racionalne brojeve i paro-

ve prirodnih brojeva jer razni parovi mogu dati isti racionalni broj. Navedena veza
usmjerenih duzina i vektora bitna je da bi vektori imali svojstva zbog kojih su nam
znacajni. ViSe o tome napisano je u [3].

Ovaj primjer ilustrira opcu situaciju u nastavi matematike. Didaktika zahtijeva
da se svaki pojam uvede na $to jednostavniji nacin, ali se pritom ne smije dogoditi
da usljed potrebe za pojednostavnjenjem dode do bitne distorzije uvedenog pojma.

Je li funkcija f(x) = ax + b linearna ili afina funkcija?

U nastavi elementarne matematike se funkcija oblika f(x) = ax + b naziva line-
arna funkcija. Medutim, termin linearnost u matematici i znanosti rezerviran je za
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jedan vrlo znacajan pojam: ako je funkcija linearna, znaci da ima svojstvo flax + by) =
= af(x) + bf(y).

Takvo svojstvo imaju npr. izravna proporcionalnost i operatori deriviranja i in-
tegriranja, ali ne i funkcija f(x) = ax + b. Mada se uvijek moze iz konteksta vidjeti
na $to se misli, valja nastojati imati razne rijeci za razne pojmove. S obzirom da je
osnovno svojstvo funkcije fx) = ax + b da joj je omjer promjene vrijednosti i promje-
ne argumenta uvijek isti broj, A—y = const, mozda bi bilo adekvatno ovakve funkcije

x
zvati jednolike funkcije. Medutim, kad se neki naziv uvrijezi, tesko ga je promijeniti.

Ovo je primjer Ceste situacije kada neki termin u matematici ne odgovara upo-
trebi tog termina u nastavi elementarne matematike. Takav je primjer i pojam smjera
afine mnogostrukosti u vektorskom prostoru u odnosu na pojam smjera vektora [3].
Zato valja na to paziti pri odabiru termina u nastavi elementarne matematike.
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