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Sazetak

Zome Tool modeli predstavljaju sustav koji se moze koristiti u nas-
tavi matematike za izradu matematickih struktura i bolje uocavanje i
razumijevanje njihovih svojstava. U ovom ¢lanku opisujemo primjenu
Zome modela pri dokazivanju Eulerove formule za poliedre kroz prikaz
radionice koja je provedena u drugom razredu srednje skole.

Kljuéni pojmovi: Zome modeli, graf, poliedar, Eulerova formula

1 Uvod

Odjel za matematiku Sveucilista u Rijeci bio je partner na ESF pro-
jektu Razvoj modernih studijskih programa za izobrazbu nastavnika in-
formatike, tehnike, biologije, kemije, fizike i matematike na temeljima ra-
zvoja Hrvatskog kvalifikacijskog okvira ¢iji je nositelj bio Prirodoslovno-
matematicki fakultet Sveucilista u Splitu. U okviru projekta nabav-
ljena su i didakticka sredstva i pomagala kao potpora realizaciji razvi-
jenih studijskih programa. Tako je nabavljen i set Zome Tool modela
(http://www.zometool.com) za koristenje u edukaciji buduéih nastav-
nika matematike. Vise o karakteristikama Zome Tool modela moze se
na¢i u [[I, [2], [B], [, [5], [6]], 2 u nastavku opisujemo radionicu koju
je u okviru svog diplomskog rada na Diplomskom sveucilisnom studiju
Matematika (smjer nastavnicki) pod mentorstvom prof. dr. sc. Sanje
Rukavina osmislila i primjenom Zome modela izvela Anita Brozovic.


http://www.zometool.com
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2 Radionica kao dio obrazovnog procesa

Radionica Dokaz Eulerove formule u Zome sustavu namijenjena je za
drugi razred srednje $kole, a za njezino izvodenje potrebna su dva Skolska
sata. Na pocetku radionice uc¢enike se upoznaje s osnovnim pojmovima iz
teorije grafova. Definiraju se graf, Setnja u grafu i ciklus te uvede pojam
povezanosti. Zatim se navode primjeri ciklickih i aciklickih grafova te
povezanih i nepovezanih grafova. Definira se pojam stabla koji se koristi
tijekom cijele radionice, nakon cega slijede aktivnosti u kojima ucenici
trebaju izraditi ili prepoznati stablo. ITako navedene pojmove ucenici ne
susre¢u na redovnoj nastavi, njihovo koristenje pomaze u utvrdivanju
pojmova koje ucenici poznaju od ranije. Prilikom izrade stabla ¢iji vr-
hovi su vrhovi dodekaedra i stabla ¢iji vrhovi su vrhovi ikosaedra, ucenici
¢e obnoviti znanje o broju strana, vrhova i bridova dodekaedra i ikosa-
edra. Takoder ¢e na konkretnim modelima primijeniti Eulerovu formulu
za poliedre. Izradom isprepletenih stabala te dokazivanjem Eulerove
formule, ucenici ¢e ponoviti i primijeniti definicije pravilnih poliedara,
dualnih poliedara, konveksnih poliedara i konveksnih mnogokuta. Cilj
radionice je pomoc¢u Zome materijala, na jednostavan nacin, dokazati da
za, poliedre vrijedi Eulerova formula te obnoviti znanja o poliedrima.

3 Tijek izvodenja radionice
Materijali:
e Zome Tool modeli

e izradeni modeli pravilnih ikosaedara duljina bridova b, i pravilnih
dodekaedara duljina bridova by

e izradeni modeli sa sredistem pravilnog dodekaedara i ikosaedara
e izradeni modeli kocaka i njihovih duala oktaedara
e PowerPoint prezentacija

Tema radionice je dokaz Eulerovog teorema za poliedre pomoéu Zome
materijala. Ucenici ¢e, koriste¢i Zome materijale, dokazati Eulerov te-
orem za poliedre radeé¢i u grupama od po ¢etvero. Radionica zapocinje
upoznavanjem ucenika sa Zome Tool modelima. Takoder, za daljnji ti-
jek radionice, vrlo je vazno upoznati ih s nekim pojmovima iz teorije
grafova. Tijekom izvodenja radionice Cesto Ce se susretati s pojmovima
stablo i ciklus. Pri definiranju tih pojmova potrebno je definirati jos
neke matematicke pojmove iz teorije grafova, no pritom treba paziti da
se ne koriste previse strucni izrazi i takoder da se definicije tih pojmova
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povezu sa Zome Tool modelima. Najprije je potrebno definirati sto je
graf. Dakle, graf je matematicka struktura koja se sastoji od vrhova
i bridova pri ¢emu svaki brid povezuje dva vrha koji se zovu krajevi
brida. Nakon definicije grafa slijedi zorni prikaz nekog grafa izraden u
programu Geogebra. Zatim se objasnjava da je graf u Zome sustavu ma-
tematicka struktura koja se dobije povezivanjem Zome loptica i Stapica
tako da svaki Stapi¢ s obje strane sadrzi Zome lopticu. Zome loptice
grafa se nazivaju vrhovi grafa, a Stapié¢i su bridovi grafa. Potom uvo-
dimo pojam Setnje u grafu. Setnja u grafu je netrivijalan konacan niz
W = vgeqvy ... exvg, pri ¢emu su vg,v1,...,v; vrhovi, a e, eq,..., €k
bridovi i vrijedi da brid e; sadrzi vrhove v;_1 i v;. Bitno je napomenuti
da vrhovi u Setnji ne moraju nuzno biti svi razliciti. Kako je ucenicima
pojam Setnje dosta apstraktan, taj pojam se moze objasniti pomoc¢u neke
konkretne Setnju u nekom grafu. Takoder je potrebno definirati pojam
zatvorene Setnje kako bi u¢enici mogli razumjeti definiciju ciklusa. Setnja
W = vgeqvy ... ek je zatvorena ako je vg = vy, a ciklus je zatvorena
Setnja kod koje su svi vrhovi osim pocetnog i krajnjeg vrha medusobno
razli¢iti. Prema tome, svaki ciklus ima jednako mnogo bridova i vr-
hova. Graf koji ne sadrzi niti jedan ciklus naziva se aciklicki graf. Na
konkretnom grafu moze se istaknuti neku zatvorenu Setnju i neki ciklus
kako bi ucenici lakSe uocili razliku izmedu ta dva pojma. Nadalje, po-
trebno je objasniti pojam povezanosti koji je iznimno bitan za provedbu
radionice. Za graf u Zome sustavu kazemo da ima jednu komponentu
povezanosti ako, prolaze¢i Zome Stapi¢ima i Zome lopticama koji ¢ine
taj graf, polazeéi od proizvoljnog vrha mozemo dosegnuti bilo koji drugi
vrh tog grafa. Graf je povezan ako se sastoji od jedne komponente pove-
zanosti. Nakon toga slijede primjeri povezanih i nepovezanih grafova za
koje ucenici trebaju odrediti jesu li povezani ili nisu. Sada se moze defi-
nirati stablo. Stablo je aciklicki graf koji je povezan. Za potrebe daljnjih
dokaza nuzno je istaknuti da iz definicije stabla slijedi da svako stablo
koje sadrzi n bridova ima n+ 1 vrhova. Kada se radi o povezanom grafu
tvrdnja da graf ima n bridova i n + 1 vrhova ekivalentna je tvrdnji da
je graf aciklicki. Tijekom radionice uoc¢it éemo pomocu Zome materijala
ovu ¢injenicu, $to ¢e nam omoguciti da koristimo alternativnu definiciju
stabla kao povezanog grafa koji ima n bridova i n+ 1 vrhova. Takoder se
moze naglasiti da pri izradi stabla nije bitna boja, duljina i mjere kutova
izmedu Stapica, ve¢ je bitno da stablo ne sadrzi cikluse i da je povezan
graf.

Kako bi ucenici usvojili pojmove ciklus i stablo provode se sljedece
aktivnosti.

Aktivnost 1. Napravite nekoliko stabala.

Ucenici nekoliko minuta samostalno izraduju stabla primjenjujuéi de-
finiciju stabla. Vazno je voditi ra¢una o tome da pravilno primjenjuju
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definiciju grafa, odnosno ¢injenicu da svaki Stapi¢ sadrzi dvije Zome lop-
tice. Takoder je bitno voditi ra¢una o tome da su pravilno primijenili
definiciju stabla, tj. ¢injenicu da je graf povezan i ne sadrzi cikluse. Na-
kon §to naprave svoja stabla, moze ih se pitati da obrazloze zasto misle
da je graf koji su napravili stablo.

Nakon toga slijede primjeri najjednostavnijih stabala. Od ucenika se
trazi da opisu stablo koje nema niti jedan brid. Ocekuje se da ¢e ucenici
zakljuciti da je to stablo koje se sastoji od samo jedne Zome loptice.
Dakle, ako je broj bridova (Stapiéa) n = 0, onda stablo sadrzi n + 1
Zome lopticu, odnosno ima jedan vrh. Zatim opisuju stablo za koje je
n = 1. Ocekuje se da ¢e zakljuciti da je to stablo koje se sastoji od
jednog brida i dva vrha koje taj brid sadrzi. Nakon toga opisuju stablo
za koje je n = 2, tj. stablo koje sadrzi dva brida. Zakljucit ¢e da to
stablo moze izgledati tako da su dva Stapica povezana u jednu liniju ili
tako da ta dva Stapic¢a odreduju neki kut ¢ija je mjera razlicita od 180°.

Slika 1: Jednostavna stabla

Nadalje, koriste¢i PowerPoint prezentaciju u¢enicima se mogu poka-
zati neki grafovi i pitati ih jesu li prikazani grafovi stabla. Takoder,
mogu se izraditi neka stabla kao na Slici [2] i pokazati u¢enicima. Sva
tri grafa su povezana i ne sadrze cikluse, $to znaci da su to stabla. Na
prvoj slici je graf u obliku ravne linije koja se sastoji od stapic¢a i Zome
loptica. Moze se uociti da graf ima 3 brida i 4 vrha. Na sljedecoj slici je
graf u obliku zvijezde. Dobije se tako da se jedna Zome loptica postavi u
srediste, a svi ostali Stapiéi se postavljaju tako da sadrze sredisnju Zome
lopticu. Graf sadrzi 10 bridova i 11 vrhova. Na trecoj slici je graf koji
podsjeca na stablo u prirodi, a ima 9 bridova i 10 vrhova, kao i graf na
drugoj slici. Moze se uciti da prikazana stabla imaju n bridova i n + 1
vrhova.

Nakon sto su ucenici analizirali najjednostavnija stabla slijede ak-
tivnosti kojima se Zeli istaknuti sljedeca tvrdnja: Ako za povezan graf
vrijedi da sadrzi n bridova i n+1 vrhova, onda je takav graf aciklicki.

Aktivnost 2. Sastavite graf ¢iji bridovi ¢ine stranice nekog proizvolj-
nog mnogokuta. Je li dobiveni graf stablo? Pozeljno je ucenike podsjetiti
na definiciju konveksnog mnogokutaﬂi napomenuti im da mnogokut, ¢ije

1Konveksan mnogokut je omedeni skup u ravnini dobiven kao presjek konaéno
mnogo poluravnina.
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Slika 2: Stabla

stranice su bridovi grafa kojeg trebaju napraviti, ne mora nuzno biti ko-
nveksan. Prije nego Sto naprave trazeni graf, potrebno im je skrenuti
pozornost na to da je mnogokut ravninski lik. Ukoliko ne uspiju izraditi
takav graf, moze im se pokazati kako se izraduje graf ¢iji bridovi ¢ine
stranice trokuta, kvadrata, deseterokuta ili peterokuta. Nakon Sto na-
prave trazeni graf, ocekuje se da ¢e zakljuciti da je dobiveni graf ciklus.
Dakle, dobit ¢e graf za koji vrijedi da je mogucée krenuti od bilo koje
Zome loptice i prije¢i preko cijelog grafa tako da se preko svake Zome
loptice prijede to¢no jednom i vrati na poéetnu Zome lopticu. S obzirom
da je stablo aciklicki graf, dobiveni graf nije stablo.

Aktivnost 3. Znamo da stablo ima n bridova i n + 1 vrhova. Pri-
mjenjujuéi navedeno svojstvo, izradite proizvoljno slozenije stablo kre-
nuvsi od najjednostavnijeg. Ucenici ¢e krenuti od stabla koje se sastoji
od samo jedne Zome loptice, a zatim dodavanjem Stapica i jo§ jedne
Zome loptice izraditi stablo koje se sastoji od jednog Stapi¢a koji sa
svake strane sadrzi Zome lopticu. Nakon toga ¢e ponovno dodati stapic¢
s jednom novom Zome lopticom na jednom kraju i dobiti novo stablo.
Uoc¢imo da novi §tapi¢ mora sadrzavati i jednu novu Zome lopticu, jer
bismo u protivnom povezali dva postoje¢a vrha i dobili novi graf koji
nije stablo. Dakle, dodavanjem Stapica dobiva se sve slozenije stablo pri
¢emu svako od dobivenih stabala sadrzi novi stapié s ¢ije je jedne strane
nova Zome loptica koja dodiruje samo taj Stapi¢. Broj vrhova u stablu
za jedan je veci od broja bridova. Je li moguée da to vrijedi za povezan
graf koji sadrzi ciklus? Pretpostavimo da imamo povezan graf naprav-
ljen od Zome modela koji ima n bridova i n + 1 vrhova i koji sadrzi
ciklus. Uklonimo iz tog ciklusa jedan Stapi¢ na nacin da graf i dalje os-
tane povezan i ponavljajmo taj postupak sve dok dobiveni povezan graf
ne postane stablo, odnosno dok vise nema ciklusa. Kako nismo uklonili
niti jednu lopticu, dobiveno stablo imalo bi n + 1 vrhova, $to znac¢i da
ima n bridova. To nije moguce. Dakle, povezan graf koji ima n bridova i
n + 1 vrhova ne sadrzi cikluse, $to nam omogucava da stablo definiramo
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kao povezani graf koji ima n bridova i n 4+ 1 vrhova.

Prije zadavanja sljedeée aktivnosti, pozeljno je s uéenicima ponoviti
pojam konveksnog poliedraﬂ konveksnog pravilnog poliedraﬂ dualnog
poliedr{l7 te iskazati Eulerov teorem za poliedre.

Poliedar Zorni prikaz | Oblik strane Broj Broj Broj

strana | bri- vrhova
dova

Pravilni jednakostranicni| 4 6 4

tetra- trokut

edar

Pravilni kvadrat 6 12 8

heksa-

edar

(kocka)

Pravilni jednakostranic¢ni| 8 12 6

oktaedar trokut

Pravilni pravilni petero- | 12 30 20

dodeka- kut

edar

Pravilni jednakostranic¢ni| 20 30 12

ikosa- trokut

edar

Tablica 1: Pravilni poliedri

2Konveksan poliedar je omeden skup to¢aka u prostoru dobiven kao presjek
kona¢no mnogo poluprostora.
3Konveksan poliedar je pravilan ako su mu sve strane pravilni sukladni mnogokuti,
a svaki vrh je krajnja tocka jednakog broja bridova. Postoji pet konveksnih pravilnih
poliedara. To su pravilni tetraedar, pravilni oktaedar, pravilni heksaedar, pravilni

ikosaedar, pravilni dodekaedar.

4Dualni poliedar nekog poliedra je poliedar ¢iji vrhovi su sredista strana danog
poliedra. Svaki poliedar ima dualni poliedar.
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Koristeéi prikaz Tablice 1 na slajdu, ucenike se podsjeéa na pravilne
poliedre i njihova svojstva. Osim tablice, treba imati pripremljene mo-
dele pravilnih poliedara od Zome materijala kako bi se na konkretnim
modelima pokazalo da je svaki poliedar omeden sukladnim pravilnim
mnogokutima te da iz svakog vrha izlazi jednak broj bridova.

U Tablici [I] su prikazani pravilni poliedri. Primijetimo da je pra-
vilni tetraedar samodualan, da je dual kocke pravilni oktaedar, a dual
ikosaedra pravilni dodekaedar. Vrijede i obrati.

Teorem 1 (Eulerova formula). Za svaki konveksan poliedar vrijedi V —
E+ F = 2, gdje je V broj njegovih vrhova, E broj bridova, a F broj
strana.

Aktivnosti 4 i 5 se izvode kako bi ucenici otkrili neka rjeSenja za sta-
bla koja ¢e koristiti za aktivnosti 6 i 7. Kako bi se ustedilo na stapi¢ima,
nekim grupama se podijele modeli pravilnih ikosaedara, a nekim gru-
pama modeli pravilnih dodekaedara. Nije nuzno da svaka grupa provede
Aktivnost 4 i Aktivnost 5 jer su zakljuéci analogni. Pomoéu Tablice
pozeljno je ponoviti da je pravilni ikosaedar geometrijsko tijelo omedeno s
20 jednakostrani¢nih trokuta. Ima 30 bridova i 12 vrhova. Uvrstavanjem
broja strana, vrhova i bridova u Eulerovu formulu lako se moze provjeriti
da ta formula vrijedi za pravilni ikosaedar. Zatim se ponovi da je pra-
vilni dodekaedar geometrijsko tijelo omedeno s 12 pravilnih peterokuta
koje ima 30 bridova i 20 vrhova. Takoder se moze provjeriti da Eulerova
formula vrijedi za pravilni dodekaedar.

Aktivnost 4. Uklonite bridove zadanog pravilnog ikosaedra tako da
preostali bridovi ¢ine stablo. Pritom nije dozvoljeno uklanjati vrhove.

Ocekuje se da ¢e ucenici zakljuciti da iz ¢injenice da pravilni ikosaedar
ima 12 vrhova slijedi da pripadno stablo sadrzi 11 bridova, odnosno da
je potrebno ukloniti 19 bridova. Postoji viSe razli¢itih nacina na koje
se moze ukloniti 19 bridova, a da preostali bridovi ¢ine stablo. Jedno
moguce rjeSenje je prikazano na Slici

Aktivnost 5. Uklonite bridove zadanog pravilnog dodekaedra tako
da preostali bridovi ¢ine stablo. Pritom nije dozvoljeno uklanjati vrhove.

Analogno kao i u prethodnom slucaju ocekuje se da ¢e ucenici za-
kljuciti da iz ¢injenice da pravilni dodekaedar ima 20 vrhova slijedi da
pripadno stablo sadrzi 19 bridova, odnosno da je potrebno ukloniti 11
bridova. Kao i u u slucaju ikosaedra zakljucuju da postoji vise razli¢itih
nacina na koje se moze ukloniti 11 bridova. Dakle, moguce je dobiti vise
razlicitih stabala. Jedno moguce rjesenje je prikazano na Slici [4}

Ucenicima se podijele gotovi modeli koji prikazuju srediste ikosaedra
i njegovog duala dodekaedra iz kojega izlazi 20 zutih Stapi¢a duljine ys i
12 crvenih Stapiéa duljine r5, pri ¢emu je raspored 20 zutih i 12 crvenih
Stapi¢a dobiven tako da je u svaku trokutastu i svaku peterokutnu rupu
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Slika 3: Stablo ikosaedra

na Zome loptici postavljen zuti, odnosno crveni stapi¢. Dakle, jedino
pravokutne rupe trebaju ostati nepopunjene. Zatim se na svaki crveni i
svaki zuti Stapi¢ postavi Zome loptica.

Zome loptice nad crvenim Stapi¢ima moguce je povezati pomocu 30
plavih stapica duljine bs. Tih 30 plavih stapi¢a duljine by €ini pravilni
ikosaedar. Analogno, Zome loptice nad Zutim Stapi¢ima mogudée je po-
vezati pomocu 30 plavih stapi¢a duljine b;. Tih 30 plavih stapi¢a duljine
by ¢ini pravilni dodekaedar.

Grupama ucenika koji su rjeSavali Aktivnost 4 podijeli se Aktivnost
6, a grupama koji su rjesavali Aktivnost 5 podijeli se Aktivnost 7.

Aktivnost 6. Na modelu izradite stablo koje sadrzi vrhove pravilnog
ikosaedra pomocu Stapi¢a duljine by, a nakon toga spojite zute Stapice
pomocu plavih Stapic¢a duljine b; tako da se nikoja dva plava Stapica ne
presijecaju.

Ucenicima je dozvoljeno koristenje stabla koje su dobili u Aktivnosti
4 kao predlozak. Pozeljno je, pomoé¢u PowerPoint prezentacije, pokazati
Sto ucenici moraju izraditi (Slika [6).

Samostalno izraduju stablo koje sadrzi vrhove ikosaedra, a zatim spa-
jaju zute Stapi¢e pomocu plavih Stapi¢a duljine b;. Ocekuje se da ée
uociti da ée tim spajanjem dobiti neki graf sastavljen od 19 plavih stapica
duljine b;. Zatim se postavlja pitanje ¢ini li tih 19 Stapica stablo koje
sadrzi vrhove dodekaedra, odnosno je li dobiveni graf povezan i sadrzi li
cikluse. Najprije se moze provjeriti je li svih 20 sredista strana ikosaedra
(vrhova dodekaedra) povezano nekim Stapi¢em duljine b;. Graf kojeg
¢ine 11 plavih stapic¢a duljine bo (dobiven u Aktivnosti 4) je stablo pa
je povezan i ne sadrzi cikluse. Iz toga slijedi da ne sadrzi barem jedan
brid svake strane ikosaedra pa je sada svako srediSte strane ikosaedra
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Slika 5: Model za izradu stabala

povezano plavim stapi¢em duljine b; s nekim drugim sredistem strane
ikosaedra. Dobiveni graf koji se sastoji od 19 plavih Stapic¢a duljine b; je
povezan jer stablo koje se sastoji od Stapi¢a duljine by (Aktivnost 4) ne
sadrzi cikluse. Nadalje, svaki vrh ikosaedra je povezan plavim Stapi¢em
duljine bs, a kako se nikoja dva plava Stapi¢a ne smiju presijecati, onda
vrijedi da ne postoji ciklus sastavljen od stapi¢a duljine b;. Ako bi pos-
tojao takav ciklus, onda bi to znacilo da neki vrh ikosaedra nije povezan
Stapi¢em duljine by. Dakle, graf koji se sastoji od 19 plavih stapica
duljine b; ne sadrzi cikluse. Kako je dobiveni graf povezan i ne sadrzi
cikluse, onda slijedi da je dobiveni graf stablo. Dakle, time su dobivena
dva stabla koja se medusobno isprepli¢u.

Ucenicima koji su rjeSavali Aktivnost 5 zadaje se Aktivnost 7. Nacin
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Slika 6: Isprepletena stabla dodekaedra i ikosaedra

zaklju¢ivanja u potpunosti je analogan onome opisanom u Aktivnosti 6
pa ga ovdje ne¢emo navoditi.

Aktivnost 7. Na modelu izradite stablo koje sadrzi vrhove pravil-
nog dodekaedra pomocu stapi¢a duljine by, a nakon toga spojite crvene
Stapi¢e pomoc¢u plavih Stapic¢a duljine by tako da se nikoja dva plava
Stapica ne presijecaju.

Koristeéi dva izradena stabla (aktivnosti 6 i 7) moze se dokazati da
Eulerova formula vrijedi za pravilni ikosaedar i dodekaedar. Znamo da
niti jedan vrh nije uklonjen i da je ukupan broj bridova u stablima 30
pa vrijedi da je ukupan broj bridova u stablima jednak ukupnom broju
bridova u svakom od ta dva poliedra; ikosaedru i dodekaedru. Neka je
Vi broj vrhova stabla ikosaedra, a E; broj bridova stabla koje se do-
bije uklanjanjem bridova ikosaedra. Tada iz definicije stabla slijedi da
je Vi = E;r + 1. U tom trenutku potrebno je napomenuti vaznost doka-
zivanja da je graf koji je dobiven spajanjem vrhova dodekaedra pomocu
plavih Stapi¢a duljine b; stablo. Kako je dobiveni graf stablo, onda vri-
jedi da je ukupan broj bridova tog grafa za jedan veéi od ukupnog broja
vrhova tog grafa. Analogno, neka je Vp broj vrhova stabla dodekaedra,
a Ep broj bridova stabla koje se dobije uklanjanjem bridova dodekaedra.
Tada iz definicije stabla slijedi da je Vp = Ep + 1. Zbrajanjem tih dviju
jednakosti dobije se da je Vi + Vp = E;r + Ep + 2. Sada, koristenjem
svojstva dualnosti, zakljuCujemo da je broj vrhova dodekaedra jednak
broju strana ikosaedra, jer je srediste svake strane ikosaedra vrh dode-
kaedra. Ako broj strana ikosaedra oznac¢imo s F, onda vrijedi F' = Vp.
Takoder znamo da je ukupan broj bridova ikosaedra jednak 30 i vrijedi
da je Fr + Ep = 30. Ako broj bridova ikosaedra oznac¢imo s F, onda
je Ef + Ep = E. Sada broj vrhova ikosaedra mozemo oznaciti s V' i
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znamo da je broj vrhova ikosaedra jednak broju vrhova stabla ikosaedra
pa vrijedi da je V + F = E+ 2, tj. vrijedi da je V — E+ F = 2. Time je
dokazano da Eulerov teorem vrijedi za pravilni ikosaedar i njegov dual
pravilni dodekaedar. Analogno bi se moglo pokazati da Eulerov teorem
vrijedi za poliedre koristeci bilo koji poliedar i njegov dual.

Aktivnost 8. Koristeéi Schlegelov dijagram nekog poliedra pokazi
da vrijedi Eulerova formula.

Aktivnost 8 ucenici neée izvoditi samostalno. Na samom pocetku
potrebno je objasniti Sto je Schlegelov dijagram, a zatim nacrtati Sc-
hlegelov dijagranﬂ nekog poliedra, primjerice, kocke i oznaciti bojom
srediste svake strane kocke. Ta sredista su vrhovi duala kocke, tj. okta-
edra. Nakon toga je potrebno istaknuti stablo koje sadrzi vrhove kocke i
stablo koje sadrzi vrhove oktaedra. Stabla se oznace tako da se najprije
odaberu bridovi stabla kocke, a zatim se odaberu bridovi stabla oktaedra
tako da ne presijecaju bridove stabla kocke. Dakle, povezu se sredista
strana kocke s one strane s koje je brid uklonjen. Prebrojavanjem se moze
utvrditi da je zbroj broja bridova u tim stablima jednak 12, odnosno da
je jednak ukupnom broju bridova u svakom od navedenih poliedara. Ako
se broj bridova kocke oznaci sa E, a sa Fo broj bridova stabla oktaedra
i sa Ex broj bridova stabla kocke, onda vrijedi da je F = Eop + Fx.
Na Schlegelovom dijagramu oznacena su dva stabla pa analogno kao u
prethodnom slucaju vrijedi jednakost Vo + Vi = Ex + Eo + 2, pri ¢emu
je Vo broj vrhova stabla oktaedra, a Vi broj vrhova stabla kocke.

Slika 7: Schlegelov dijagram

Nadalje, kako je pravilni oktaedar dual kocke onda vrijedi da je broj
strana kocke jednak broju vrhova oktaedra. Dakle, ako se broj strana

5Schlegelovi dijagrami su ravninski grafovi (grafovi koji se mogu prikazati u rav-
nini bez presijecanja bridova) poliedara; pri ¢emu vrhovi i bridovi grafa odgovaraju
vrhovima i bridovima poliedara.
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kocke oznaci sa F', onda vrijedi da je FF = V. Oznacavanjem broja
vrhova kocke sa V i uvrstavanjem slijedi da je V + F = E + 2, tj.
V — E+ F = 2. Time je, koristeéi stabla koja se isprepli¢u i Schlegelov
dijagram, pokazano da Eulerov teorem vrijedi za kocku i njezin dual
pravilni oktaedar.

Aktivnost se moze provesti i tako da se krene od veé izradene kocke
i njezinog duala pravilnog oktaedra. Nasumi¢no se uklone bridovi kocke
tako da preostali bridovi ¢ine stablo. Ako je neki brid kocke dio stabla,
onda se ukloni brid oktaedra koji presijeca taj brid kocke. Na taj nacin
se dobije stablo oktaedra. Kako postoji 5 tocaka u kojima se presijecaju
brid kocke i brid oktaedra, slijedi da dobivena stabla sadrzavaju ukupno
7+ 5 = 12 bridova. Analogno, kao i u slucaju ikosaedra i dodekaedra,
dokaze se da vrijedi Eulerova formula.

Slika 8: Kocka i pravilni oktaedar. Isprepletena stabla kocke i oktaedra

Dokaz Eulerove formule se moze provesti na isti nacin za pravilni
tetraedar i njegov dual koriste¢i Schlegelov dijagram tetraedra ili model
tetraedra i duala.

Napomene o izvodenju radionice

Opisana radionica je izvedena u 2. razredu srednje skole hotelijersko-
turistickog usmjerenja. Umjesto zakljucka dajemo napomene proizasle
iz iskustva izvodenja radionice.

e Pozeljno je da se unaprijed pripreme modeli pravilnih poliedara
razli¢itih veli¢ina kako bi se zornije prikazala dualnost.

e Moze se svakoj grupi podijeliti prazna Tablica (1| s popisom pra-
vilnih poliedara i zahtijevati od ucenika da samostalno prebroje
vrhove, bridove i strane, a zatim zaklju¢e o njihovoj vezi. Nakon
$to prebroje vrhove, bridove i strane pravilnih poliedara, ucenici
trebaju uociti da vrijedi da je V — E 4+ F = 2. Na taj ¢e nacin
ucenici samostalno otkriti Eulerovu formulu za pravilne poliedre,
pri ¢emu treba naglasiti da ta formula vrijedi za bilo koji konveksan
poliedar.
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e Kako se ucenici ne susrecu s pojmom stabla na nastavi, treba ih
podsjecati na definiciju stabla tijekom cijele radionice. Potrebno
je konstantno naglaSavati zasto je pojam stabla bitan za dokaz
tvrdnje, a posebno u dijelu u kojem se objasnjava da su dobivena
dva isprepletena stabla. Pozeljno je, tijekom dokazivanja, Cesto
se vracati nekoliko koraka unatrag i ponavljati objasnjenje kako
bi ucenici mogli pratiti, povezivati dobivene rezultate i na kraju
razumjeti zakljucak.

e Tijekom izvodenja radionice uoceno je da je ucenicima bilo po-
trebno ponoviti definiciju dualnih poliedara u trenutku kad je tre-
balo zakljuc¢iti da je broj strana ikosaedra jednak broju vrhova
dodekaedra. Takoder je vazno konstantno naglasavati da se sta-
blo ikosaedra i stablo dodekaedra dobiju uklanjanjem bridova i da
pritom nije dozvoljeno ukloniti niti jedan vrh. Veéina ucenika nije
odmah zakljué¢ila da je zbroj broja bridova stabla ikosaedra i stabla
dodekaedra jednak broju bridova ikosaedra, odnosno dodekaedra.
Da bi lakse dosli do zakljucka, moze se na ploc¢i istaknuti broj
vrhova, bridova i strana ikosaedra i dodekaedra te broj vrhova i
bridova stabla ikosaedra i stabla dodekaedra.

e Velik broj definicija u¢enicima je otezavao prac¢enje. Preporucujemo
da se definicije koje se koriste na satu ponove na nekim od pret-
hodnih satova, a na radionici se onda mogu istaknuti samo obje
definicije stabla i dualnih poliedara. Ukoliko bi se radionica izvo-
dila u trajanju od 45 minuta, onda je dovoljno provesti aktivnosti
4i6tebi7.

e Aktivnost 8 nije predvidena za radionicu koja se izvodi u traja-
nju od dva skolska sata i nije nuzna prilikom izvodenja radionice.
Navedena je kao poopcéenje dokaza za bilo koji poliedar.

e Ukoliko bi se Aktivnost 8 izvela koristeé¢i modele kocaka i njihovih
duala oktaedara, onda treba unaprijed izraditi te modele i podijeliti
ih svakoj grupi. Da bi se izradio navedeni model, potrebno je
najprije napraviti kocku duljine brida bs. Zatim treba odrediti
srediSte te kocke i svaki vrh kocke povezati sa sredi§tem pomocu
Stapica duljine y3. Dakle, potrebno je odrediti srediste kocke kako
bi se mogao izgraditi pravilni oktaedar i kako bi kocka i njezin dual
pravilni oktaedar bili povezani kao jedan model. Iz sredista kocke
se postavi 6 plavih §tapi¢a duljine by tako da budu usmjereni prema
sredistu svake strane kocke. Nad tim plavim Stapi¢ima izgradi se
pravilni oktaedar.
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