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Sazetak

L’Hospitalov teorem daje odgovor na pitanje pod kojim uvjetima je

trazeni limes lim fE 2) jednak limesu hm ,g ; gdje je ¢ € RU{—00, 00},

a funkcije fig su derivabilne (bar na nekOJ okolini od ¢) s derivacijama
f'i¢'. U udzbenicima vie matematike najcesée se mogu naéi samo do-
kazi za sluc¢aj u kojemu je: ¢ € R, f i g su neprekidno derivabilne na

nekom intervalu koji sadrzi tocku c te je hm L (“"3 = L € R. Prirodno

se javlja potreba dokazivanja tog teorema uz slablje uvjete (npr. ako
ne zahtijevamo neprekidnost derivacija f’ i ¢’) te u svim ostalim vari-
jantama (npr. kada je ¢ = +oo ili L = +00). Ovaj rad praktiéno daje
dokaze svih varijanti tog teorema. Za neke teoreme se lako ustanovi da
su u svojim tvrdnjama vrlo sli¢ni ili ekvivalentni, pa je dovoljno dokazati
da vrijedi jedan (bilo koji) od takvih teorema. Definicije kljuénih poj-
mova te iskazi i dokazi teorema Rollea i Cauchyja mogu se naci usvakom
udzbeniku vise matematike (matematicke analize), npr. u [I], [2] ili [3],
pa im, iz tog razloga, u radu nije posveéena posebna pozornost.

Kljuéni pojmovi: limes, neprekidnost, derivabilnost, derivacija, teorem (Rol-
leov, Cauchyjev)

1 L’Hospitalovo pravilo

Teorem 1. Neka su realne funkcije f i g derivabilne na intervalu I =
(a,b) CR osim mozda u tocki c € I, te neka je

9 (z) #0 za svaki x € I\ {c}.
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Ako je lim f (z) = limg(x) =0 3 lim& =L € R, onda je i
T—c T—c z—¢ 9'(x)

lim @) =

z—c g (x)

Dokaz. a) Dokazimo najprije posebni slu¢aj teorema uz sljedeée dodatne
pretpostavke:

f'1 ¢ suneprekidne u tocki ¢ te je ¢’ (¢) # 0.
Iz dodatnih pretpostavki slijedi da je liLn fl(x)=f"(c) eRi lil)n g (z) =
g’ (c) € R\{0} pa je

flo_ Emf@ )
g Tmg(a) oeg (@)

Tr—c

=L eR.

Funkcije f i g su derivabilne, dakle i neprekidne, na intervalu I pa tako
iutocki c € I. Stoga je
f(e)=lim f(2) =0 g(c) = lim g (&) = 0.

Tr—c

Primijetimo da je za po volji odabrani « € (c,b) funkcija g neprekidna
na segmentu [c, ] i derivabilna na intervalu (c, z) te je ¢’ (y) # 0 za svaki
y € {c,x). Po obratu po kontrapoziciji Rolleovog teorema slijedi da je
g(z) #0=g(c). Dakle, g () # 0 za svaki x € {(c,b).

Analogno, za po volji odabrani z € (a,c) funkcija g je neprekidna na
segmentu [z, ] i derivabilna na intervalu (x,c) te je ¢’ (y) # 0 za svaki
y € {(x,c). Obratom po kontrapoziciji Rolleova teorema dobivamo da je
g(x) #0=g(c) paje g(x) # 0 za svaki x € (a,c). Stoga je funkcija 5
dobro definirana na skupu I\ {c} . Imamo:

im F@)=F(0) F@)=f()
PO = s 1 )
7(0)  Tim 8@ T one d@a@ s g (n)
r—c

b) Opéi slucaj
Funkcije f i g su derivabilne, prema tome i neprekidne, na skupu I\ {c}.
Definirajmo funkcije F' i G na intervalu I na sljedeéi nac¢in:

F(x)z{ f(x) ,akojexel\{c}

0 , akojex=c

() ,akojexelI\{c}
, akojex =c '
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Te funkcije su neprekidne (jer su f i g neprekidne) na I'\{c}, a neprekidne
su i u tocki c jer je

r—cC Tr—c

lim G (x) = lim g (z) =

r—cC r—cC

lim F (z) = lim f (2) =0=F (¢),
0

One su i derivabilne (jer su f i g derivabilne) na I'\ {c} te je

F(z)=f"(2)1G () =¢' () #0zasvakiz € I\ {c}.

Dakle, funkcije F' i G su za proizvoljno odabrani « € (a, ¢) neprekidne
na segmentu [z, ¢] i derivabilne na intervalu (x, c) te je G’ (y) # 0 za svaki
y € (z,c). Obrat po kontrapoziciji Rolleova teorema daje:

g(z) =G (x) # G(c) =0 zasvaki z € (a,c).
Po Cauchyjevu teoremu, za svaki x € (a,¢) postoji o, € (0,1) takav da
je
F'x+a,(c—x) F(o)—-F(x) 0-F(x) F(x)
G'(rtoas(c—x) G()-Gx) 0-G(z) G(a)

pa imamo

lim f(z) = lim F(z)
rz—c™ g (J?) r—c— G (37)

- lim F' (2 + ay; (e —2))

a—e= G' (x + ag (c — )

ety (e 1)

z—=e= g (x+ oz (c—x))

= L.
Naime, iz hm ,( ) = L slijedi da je lim g:gg = L, pa za svaki ¢ > 0
r—c—
postoji § > 0 takav da ¢im je ¢ —x < §, onda je ’;:83 — L| < e. Kako je
c—x+ay(c—z)] <c—z <4, toje
/ —
Motealom) |,

9 (z+az (c— )

Sli¢no, funkcije F' i G su za proizvoljno odabrani z € (¢, b) neprekidne
na segmentu [c, z] 1 derivabilne na intervalu (c, z) te je G’ (y) # 0 za svaki
y € (¢, z) . Obrat po kontrapoziciji Rolleova teorema daje:

g(x) =G (x) # G (c) =0 zasvaki z € (c,b) .
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Po Cauchyjevu teoremu, za svaki z € {c¢,b) postoji B, € (0,1) takav da
je

F’(chﬂm(:U—c)):F(x)—F(c): () -0 F(z)
G'(ctBe(z—c) Gx)=G() G)-0 G(a)
pa imamo
im f(2) = lim Fz)
z—ct g (l‘) z—cet G (.Z‘)

o FletBa(z—c)
a—ct G’ (¢ + By (x — ¢))

(et B e
a—ct ¢ (c+ Pz (z —¢))
= L.

gféﬁ—L\ <ellet+Be(—c)] —c<az—0c<9
slijedi da je

/ —
Mernteod)
g (c+ Bz (x —c))
i L@ fl@) _ fl@) _
Dakle, mgncl* ) = Il;ﬁ ) = L eRpaje hm o) = L. O

Teorem 2. Neka su realne funkcije f i g derivabilne na intervalu I =

(a,00) C R za neki a > 0, te neka je g’ () # 0 za svaki v € I. Ako je
lim f(z)= lim g(z) =04 lim %—LER, onda je i

lim /(@)

z—oo g ()

Dokaz. Funkcije f i g su derivabilne u svakoj tocki intervala I akko (ako
i samo ako) su funkcije ¢ i ¢ definirane sa

pt)=f(1)ivt)=9(7)

derivabilne u svakoj toéki t e <0 1) . Osim toga vrijedi: ¢’ (z) # 0 za

svaki o € I akko je ¢/ (t) = — ¢’ (1) #0 za svaki t € (0,1).
z=1
— ] — t o .
Oxlggof(x)[x%oo@t—)()"'} tli%f(t) t£%1+¢(t),

= 1i = t = = li
0= lim g (z) { r—ooet— 0" t1—1>%1+ I\ t1_1)151+ vl
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=

)
)

L F@ [a=1 o
L_xhangog’(a:)_{x—)ooét%O*']_tgrélJrg/(
N VA RO ¢ (1)
Ry sy R T
f(x):[x=1 F(3) _ oy, 2@ mam

r—oooet— 0t :| t—lgl‘*'g(%) 0+ w(t)

=

M g (@)

Jednakost (x) vrijedi jer je, po teoremu o derivaciji kompozicije,
nYy 1 ' 1, /(1
! t) = — = ! - . - = = ! "
#o=(1(5)) - ()-G) = (0)
0y 1 ' 1,(1
/ _ - _ (). (2 A e
vo=(o(i)) =) () -2 (i)

Slicno dokazujemo sljedeéi teorem.

Teorem 3. Neka su realne funkcije f i g derivabilne na intervalu I =
(—00,b) C R za neki b < 0, te neka je g’ (x) # 0 za svaki x € I. Ako je

lim f(z)= lim g(z)=0i lim L& =1 eR, onda je i

T——00 T——00 z——o00 9'(®)

Teorem 4. Neka postoji § > 0 takav da su realne funkcije f i g deriva-
bilne na intervalu I = {c,c+ §) C R za neki c € R, te neka je

g (z) #0 za svakix € I.

Ako je lim |f (z)] = lim |g(x)] =00 ¢ lim CIR S R, onda je i
z—ct z—ct

z—ct 9 (=) —

(z)

z—ct g (.Z‘)

Dokaz. Neka vrijede sve pretpostavke teorema.
Odaberimo proizvoljni € > 0. Pokazimo da postoji ¢’ € (0,9] takav
da

a:e<c,c+6’>=>'£g;—L‘ <e.
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Iz lim |f(z)|= lim |g(z)] =oc0i lim @) _[eR zaklju¢ujemo
z—ct z—ct oot 9'(®)

da postoji 01 € (0, 4] za kojega vrijedi:
1) |f(z)|>01]g(x)] >0zasvakiz € (c,c+ 1),

2) z € {c,c+6) = [L fL’ <5 (%)
Odaberimo proizvoljni do € (0,d1) i proizvoljni = € {(c¢,c+ J2) . Tada je
[x,c+ 2] C I pa su funkcije f i g neprekidne na segmentu [z, ¢ + o] i
derivabilne na intervalu (x,c + d2) (jer su derivabilne, pa stoga i nepre-
kidne na I) te je ¢’ (y) # 0 za svaki y € (z,c+ d2) (jer je ¢’ () # 0
za svaki x € I). Po Cauchyjevom teoremu, postoji tocka d € (x,c+ d2)
takva da je

Fd) | fletb)—fx) T8I

gl(d)_9(0+52)_9(:ﬂ) 1_%

Jednakost fe) Fesds)
x C 2
f(d) 9@ T Te@

g'(d) 1ot
g(x)

mozemo napisati u ekvivalentnom obliku

fl) f(d) _ fletds) f(d)g(ctd)
g(z) ¢ (d) g(x) g () gz) °

Koristeéi svojstva apsolutne vrijednosti dobivamo:

I fww__'ﬂmwﬁ+—ﬂwmw+@>
- /
'(d) g'(d)  g(x)
lg ()]
Buduéi da je d € (z,c+ d2) C (c,c+ 61>, za d vrijedi nejednakost (x),
t.
e _ ['(d) 2
L 3<g’(d)<L+3‘
Kako je — |L| < L < |L|, imamo
€ € e f'(d)
— Z) = — — - <L-= < -
(|L|+3> L-5SL-5<5@ <L+3_|L\+3
pa je
f'(d) £
7 <|L|+3.
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Stoga iz (xx) slijedi

fx) @) _ [f(ctd) e\ lg(c+d)|
- +(|L+35) =
0@ @< e 0HE) P
Iz lim+ lg (z)| = oo zakljuéujemo da postoji ds € (0, d2] takav da ¢im
T—cC

je x € (¢, c+ d3) slijedi da je

c+6 c+6 e
9(@)] > S (LI + ) lg e+ )| (L] + 5) Lol < ¢

Sada za §' = 3 vrijedi:

, f@ L ([f@ F@] LD
veleerd) = g T Hg@ g/<d>]+[g/(d) LH
f@) @] (7@
< g<x>‘gf<d>’+g'(d>‘L‘
F (et 6) S\t o)l | @)
< Sear ) G @ L’
E £ E_
< §+§+§—E.
O

Sliéno se dokaze sljedeéi teorem.

Teorem 5. Neka postoji 6 > 0 takav da su realne funkcije f i g deriva-
bilne na intervalu I = (¢ — d,c) C R za neki c € R, te neka je

g (x) #0 za svakix € I.

Ako je lim |f(x)] = lim |g(z)] =00 ¢ lim L@ _ [ eR, onda je i
z—e z—e z—e— 9'(®)

. f@)
aclincl* g(z) L.

Teorem 6. Neka postoji 6 > 0 takav da su realne funkcije f i g deriva-
bilne na intervalu I = {c,c+ ) C R za neki c € R, te neka je

g (z) #0 za svaki x € I.

- L @) o
Ako je "cli>r£1+ fx)= Tlirrcl+ g(x) =001 xlig'lJr o) = 00, onda je i
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Dokaz. Odaberimo proizvoljni € > 0. Pokazimo da postoji ¢’ € (0, d]
takav da

z€{c,c+d) = )
g(x)
Iz hm fz)= hm g(x) =o00i lim ,( ) = oo zakljucujemo da pos-
T—c

tO_]l (51 E (0,4] za kOJega vrijedi:

1) funkcije f i g su pozitivne na intervalu (c,c+ d1),

2) v €lc,c+h) = L > 00 (x)
Odaberimo proizvoljni d; € (0,6;) i proizvoljni x € (¢, c + d2) . Tada
je [z, ¢+ d2] C I pa su funkcije f i g neprekidne na segmentu [z, ¢ + do] i
derivabilne na intervalu (z, ¢+ d3) (jer su derivabilne, pa stoga i nepre-
kidne na I) te je ¢’ (y) # 0 za svaki y € (z,c+ d2) (jer je ¢’ (x) # 0 za
svaki x € I).
Po Cauchyjevom teoremu, postoji tocka d € (x, c + o) takva da je

f(r) f(C+62)
f'(d)  flc+d)— f(x) _ i@ @
g (d)  gc+6)—g(z) _%

Jednakost Ha)  Flotda)
xr C 2
f(d) g ~ et

'(d _ g(ctd2)
g(d) 1

mozemo napisati u ekvivalentnom obliku

flx) _ fletd2) " f'(d) [1_ g(c+ o)
g9 (x) g9 () g (d) g9 ()

Po 1) je f(c+3d2) >01ig(x)> 0 paiz () slijedi
1) 1@, _glert)]

] e

>

g(z) = g'(d) g (x)
Buduéi da je d € (x,c+ ) C (¢,c+ d1), za d vrijedi nejednakost
(4), 1. v
> 2e.
g'(d)
Iz hm g () = oo zaklju¢ujemo da postoji d3 € (0, 2] takav da
’L’—)(’
0 1
x € (c,c+03) = g(x) >2g(c+d2) & 1— g(;(_;)2) >3
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Stoga, za &' = d3 vrijedi:

f@) _F@ gletd)] £
g(x)>g/(d)[l 9 () ]>

x € {c,c+d) =

Teorem 7. Neka postoji 6 > 0 takav da su realne funkcije f i g deriva-
bilne na intervalu I = {c,c+ J) C R za neki c € R, te neka je

g (x) #0 za svakix € I.
“(x) _

) = % onda je i

~

Ako je lim+ f(x)= lim g(z) = —oc0 i lim

T—C r—ct z—ct 9

amrer g (z)

Dokaz. Neka je — f realna funkcija definirana s (—f) () = —f (z) . Ana-
logno definiramo i funkciju —g. Kako je

L@ @ ()@

z—ct g (I) z—ct —@g (17) z—ct (*g) (SC

~

[ @) () (@)

im = lim = lim
z—ct g/ (l’) z—ct —g/ (3?) z—ct (—g)l (.’17)

te je

lim f(z)= lim g(z) =—-c0 < lim (—f)(z) = lim (—g)(z) =0

r—ct r—ct r—ct r—ct
tvrdnja slijedi iz Teorema [6] O
Slicno Teoremu [7] dokazuju se Teoremi [§]i [0}

Teorem 8. Neka postoji 6 > 0 takav da su realne funkcije f i g deriva-
bilne na intervalu I = {c,c+ ) C R za neki c € R, te neka je

g (x) #0 za svakix € I.
f'(x)

Ako Je wli}IIcl‘*' f (37) - a;ligzl‘*' g (.’17) - wli)ncl'*' ) =700 onda Jer
@)
z—ct g(:l?)
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Teorem 9. Neka postoji 6 > 0 takav da su realne funkcije f i g deriva-
bilne na intervalu I = {c,c+ ) C R za neki c € R, te neka je

g (z) #0 za svaki x € I.

- T e P .
Ako je Ilgg flx)= mlgxcl+ g(x)=—00 i mlgg 7 =~ onda je 1
f@)
z—ct g(l’)

Sliéno Teoremu [B] mozemo dokazati sljedeéi teorem.

Teorem 10. Neka postoji 6 > 0 takav da su realne funkcije f i g deri-
vabilne na intervalu I = (c — d,¢) C R za neki ¢ € R, te neka je

g (z) #0 za svaki x € I.

Ako je lim f(x) = lim g(x) =00 i lim L@ — oo onda je i
T—c™ T—c z—o— 9 (@)
lim 1 @) =
r—c™ (g (LE)

Lako se vidi da su Teorem [0 i Teoremi [[THI3] medusobno ekviva-
lentni.

Teorem 11. Neka postoji 6 > 0 takav da su realne funkcije f i g deri-
vabilne na intervalu I = (c — d,¢) C R za neki ¢ € R, te neka je

9 (z) #0 za svaki x € I.

Ako je lim f(x)= lim g(x) = —oo0 i lim L@ — o5, onda je i
z—e z—e 2= (@)
lim 1 @) =
r—c™ (g (x)

Teorem 12. Neka postoji 6 > 0 takav da su realne funkcije f i g deri-
vabilne na intervalu I = (¢ — d,¢) C R za neki ¢ € R, te neka je

g (x) #0 za svakix € I.

Ako je lim f(x)=— lim g(z) =004 lim L= = —o0, onda je i
T—c— T—c— z—c— 9 (z)
lim I (@) =—
rz—c~ g (1‘)
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Teorem 13. Neka postoji 6 > 0 takav da su realne funkcije f i g deri-
vabilne na intervalu I = (c — d,¢) C R za neki ¢ € R, te neka je

g (z) #0 za svaki x € I.

Ako je xlgil* flx)= 7zli>1101* g(x) =—00 ’L:clincl* ZZEQ = —o00, onda je 1
i L)
rz—c™ g (.Z‘)

Teorem 14. Neka su realne funkcije f i g derivabilne na intervalu I =
(a,00) C R za neki a > 0, te neka je g’ () # 0 za svaki x € I. Ako je

. o T T o
Il;rrgo|f($)| = IILII;O lg ()] =00 ¢ mhﬁngo 7ty = L € R, onda je i

i@
Mg F

Dokaz. Slican dokazu Teorema [2] kad primijenimo Teoreme [4] [6][7] [§] i
9l O

Slicno Teoremu [14] dokazuje se sljedeéi teorem.

Teorem 15. Neka su realne funkcije f i g derivabilne na intervalu I =
(—00,b) C R za neki b < 0, te neka je ¢’ (v) # 0 za svaki x € 1. Ako je

lim I @)

= L.
z——00 ¢ (;C)
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