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Sazetak

U nastavi matematickih predmeta na veleucilistima, samostalnim vi-
sokim skolama i fakultetima obraduju se i integrali iracionalnih funk-
cija. Neki od tih integrala mogu se odrediti i pomocu trigonometrijske i
pomocu hiperbolne zamjene, pri ¢emu se obi¢no preferira prva zamjena.
U ¢lanku se na dvama primjerima usporeduju navedene metode, te se
iznose njihove osnovne prednosti i nedostaci.

Kljuéni pojmovi: integriranje iracionalnih funkcija, trigonometrijska zamjena,
hiperbolna zamjena

1 Uvod

U nastavi matematickih predmeta na nasim veleucilistima, samostal-
nim visokim $kolama i fakultetima, a posebno na onima koji izvode
tehnicke sveucilisne i strucne studije, obraduju se osnove integralnoga
racuna. Medu ostalima, obraduju se neki posebni tipovi neodredenoga
integrala iracionalnih funkcija. Termin posebni tipovi navodi se zato
jer iracionalna funkcija opéenito ne mora biti elementarno integrabilna.
Spomenuti tipovi integrala najéesée se odreduju metodom zamjene (sup-
stitucije). Pritom se u nekim sluc¢ajevima mogu koristiti dvije vrste za-
mjene: trigonometrijska zamjena i hiperbolna zamjena. Na nastavi se
obi¢no odabere jedna vrsta zamjene koja se iskoristi za rjeSavanje za-
datka, pa se potom zaklju¢no napomene da se drugom zamjenom dobije
jednak rezultat. NaSe iskustvo pokazuje da studenti imaju znacajnih
poteskoc¢a upravo s dokazivanjem jednakosti dobivenih rezultata. Te
poteskoce najveéim dijelom proizlaze iz potrebe sredivanja i pojednostav-
ljivanja razlicitih trigonometrijskih, odnosno hiperbolnih izraza. Zbog
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toga ¢emo u ovom ¢lanku na konkretnim primjerima ukazati na nave-
dene poteskoce, te usporediti nacine rjeSsavanja objema metodama na-
vodedéi osnovne prednosti i nedostatke svake metode.

1.1 Pregled nekih definicija, funkcija i identiteta

Radi nesto manje koristenoga termina standardna antiderivacija, pod-
sjetimo na definiciju toga pojma (vidjeti npr. [2]).

Definicija 1. Neka je f integrabilna realna funkcija. Primitivnu funkciju
funkcije f ¢iji je slobodni élan (sumand koji ne sadrzi nezavisnu varijablu)
jednak nuli nazivamo standardna antiderivacija funkcije f.

Napomenimo da se u zadacima obi¢no trazi odredivanje neodredenoga
integrala (skupa svih primitivnih funkcija). Radi jednostavnosti, u oda-
branim primjerima ¢emo odredivati samo standardnu antiderivaciju.

U odnosu na trigonometrijske i arkus funkcije, hiperbolne i area funk-
cije se rjede koriste. Zbog toga navodimo pravila pridruzivanja i prirodne
domene onih hiperbolnih i area funkcija koje ¢emo koristiti u primje-
rima. U daljnjem tekstu pod pojmom pravilo podrazumijevamo pravilo
pridruzivanja kojim je zadana neka funkcija.

Nagziv Oznaka | Domena Pravilo
sinus hiperbolni sh R %

X —T
kosinus hiperbolni ch R %
tangens hiperbolni th R i

et t+e "
area sinus hiperbolni arsh R In (x + Va2 + 1)
1 1-—
area tangens hiperbolni arth (—1,1) —-In x
2 1+

Tablica 1: Pravila pridruzivanja i prirodne domene nekih hiperbolnih i area
funkcija.

U rjesavanju odabranih primjera bit ¢e nam potrebni neki trigonome-
trijski, odnosno hiperbolni identiteti. Navest ¢emo ih u obliku sljedeéih
lema. Pritom sintagma dopustive vrijednosti znaci vrijednosti za koje
su definirane lijeva i desna strana jednakosti.

Lema 2. Za sve dopustive vrijednosti x vrijedi:
(a) sin(arcsinz) = tg(arctgx) = x;

) ta(3) = 5
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(c) sing = —BZ__.

V1+tg2z’

_ 1
(d) cosx = it

Dokaz. Vidjeti npr. [4]. O
Lema 3. Za sve dopustive vrijednosti x vrijedi:
(a) ch?z —sh?z =1;
(b) the = 5L,

(c) sh(arshz) = th(arthz) =

(d) th(5) = 15

(e) shx = ﬁ;
(1) chiw = ——L

V1—th?z ’

Dokaz. Identiteti (a) i (b) slijede izravno iz pravila funkcija ch, sh i th.
Podsjetimo da se identitet (a) naziva osnovni hiperbolni identitet.
Identitet (c) slijedi izravno iz definicije inverza funkcije.
(d) Koristedi pravila pridruzivanja iz tablice 1 imamo redom:

- - z _ —ZY\. e%Jre*% z__—a
N e
5 - z —z — - =z z -z - x _xzN\2
FreT T (hren) (T) T ()
shx shz shx shx

peZie s N eite® 11 T chz+1 1+cha

(e) Transformirat ¢emo desnu stranu zadanoga identiteta. Imamo:

shz sha sha
thz cha chx cha

\/ — = = = = =shx.
1—th“z _ sh?z ch? z—sh?x 1
1 ch?z ch?x ch?z chz

(f) Analogno kao (e).

®
=
8

o
=a
8

—

Lema 4.

/Silfx :1n‘th<g)‘+C,CeR.
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Dokaz. Imamo redom:

dz / dxi :/ 2 .dx:2./67.dm:
shz ePoeT® er —e % e2r — 1

2
zamjena : 1 rastav na
= t:=e", =2 / 71 -dt = ¢ parcijalne
dt = e® - dx N razlomke

() e

1 1
L ) dt=ljt—1 -+ =
/(t—l t+1> nlé =1 =Inje+1]

[VE

x 26% e%—e_
t—1 e’ —1 2
= Inj.——|=h|— =In | =
t+1 (& +1 2'e%<e2+26 2)
efet sh (£
— In|—2_|-m (3) ‘em;2b1n‘th(f)’+c, CeR,
e24e” 2 ch(%) 2
2
Sto smo i zeljeli pokazati. O

Derivacije i neodredeni integrali elementarnih funkcija mogu se naéi
npr. u [1, [3] i [5], pa ih ovdje ne navodimo.

2 Primjer 1

Odredimo standardnu antiderivaciju funkeije f(z) = ——.

2.1 Rjesenje pomocu trigonometrijske zamjene

Uvedimo zamjenu ¢ := arcsin x, odnosno x = sin t. Tada je dx = cost-dt,
pa imamo:

/ L / L £ dt
—— . dx = -cost-dt =
-1 —a? sint - /1 — sin’t

cost cost

= P = |
/Sintw/@ sint - cost

]
g 9 =

sint
1 .
tg 5 - arcsinz +C, CeR.

In
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Odaberemo C = 0 pa dobijemo: F(z)=In |tg (3 - arcsin x)‘

Vecina studenata ovdje ¢e zavrsiti rjeSavanje zadatka smatrajuéi da
se dobiveno pravilo funkcije F ne moze dalje pojednostavniti. Medutim,
u tom je slucaju vrlo tesko dokazati da se i hiperbolnom zamjenom dobije
jednaka standardna antiderivacija. Zbog toga ¢emo dodatno pojednos-
tavniti pravilo funkcije F primjenom identiteta a) i b) iz leme 1. Imamo
redom:

In

=
&
I

1 ) 1 — cos(arcsin x)
tg| = rarcsinz || =In| ———| =
2 sin(arcsin x)

1- \/1 — sin?(arcsin )
In =In
x

1—+1—2a2

X

2.2 Rjesenje pomocu hiperbolne zamjene

Uvedimo zamjenu t := arth z, odnosno x = th t. Tada je dz = ﬁ - dt,
pa imamo:

1 1 1
Y - / -
/x-\/l—xQ tht-/1—th%¢ ch’t

_ i. 1 . 1 'dlemaﬂ:)iZe)
tht /1 _¢n%¢ ch’t
cht 1 dt

= [ == . cht — dt= [ — =
sht © ch?t sht

In

th (;'arthz>’—|—0, C eR.

th <t>‘ =In
2

Odaberemo C' = 0, pa dobijemo: F(z) =In |th (3 - arth x)‘ .

I ovdje ¢e vec¢ina studenata zavrsiti rjeSavanje zadatka smatrajuéi da
se dobiveno pravilo funkcije F ne moze vise pojednostavniti. Medutim,
ipak nije tako. Dobiveno pravilo funkcije F pojednostavnit ¢emo koristeci
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sve identitete iz leme 2. Imamo redom:

1 sh(arth x)
F = In|th( = -arth =n|————F—| =
@ = o (g )| <
M x T
- T 1—th2(arth z) In V1i—z2? o V1—z2
= 1| = 1 T VI—a?+1
1+ 1—th?(arth ) 1+ 1—g2 V1i—z?
! T x~(1—\/1—x2)
= n|——\ = 1In ==
14+ V1 —z2 (14+vV1—a?)- (1—-v1—2a?)
¢ (1-VI— o) v (1-VI—a?
1—(1-—22) x?
I 1—+v1—2x2
= n|— B
T

a to pravilo smo dobili i u tocki 2.1.

2.3 Usporedba koristenih metoda

Na prvi se pogled hiperbolna zamjena ¢ini tezom od trigonometrijske.
Smatramo da je takva tvrdnja gotovo u cijelosti posljedica nedovoljnoga
iskustva u radu s hiperbolnim funkcijama, a ne slozenosti same metode.
Drugim rije¢ima, metoda trigonometrijske zamjene je preferirana zato
§to studenti imaju ranije iskustvo u radu s trigonometrijskim funkci-
jama. Zanemarimo li navedeni problem nedostatka iskustva u radu s
hiperbolnim funkcijama, smatramo da metoda hiperbolne zamjene nije
losija za primjenu u odnosu na trigonometrijsku metodu. Smatramo
da su potrebne algebarske transformacije priblizno jednake tezine i da
su prema tom kriteriju obje metode ravnopravne. Pogledajmo kakva
svojstva imaju koristeni identiteti.

Ponajprije, primijetimo da je prirodna domena funkcije f jednaka
Dy = (—1,1)\{0}. U rjesavanju pomocu hiperbolne zamjene taj po-
datak nam je potreban samo jednom, i to prilikom primjene identiteta
th(arthz) = z koji vrijedi za svaki x € (—1,1), pa posebno i za svaki
x € Dy. Sviostali koristeni (hiperbolni) identiteti vrijede za svaki € R.
Dakle, prilikom rjesavanja pomocu hiperbolne zamjene gotovo da i nije
potrebno obracati pozornost na skup svih dopustivih vrijednosti varija-
ble x za koji vrijede koristeni identiteti.

S druge strane, smatramo da je jedino za identitet sin(arcsinz) = x
(relativno) ocita njegova valjanost za « € Dy. U srednjoj skoli studenti

su naucili da za svaki z € R vrijedi jednakost cosz = +1/1 — sin’z, pa
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zapravo nije jasno zasto se prilikom primjene te jednakosti u rjeSavanju
primjera ne koristi znak £. Zbog toga je potrebno napomenuti da je

Dy C <f%, g> i da je funkcija kosinus strogo pozitivna na <7g, g>,
pa zbog toga za svaki € Dy vrijede jednakosti cosz = /1 — sinz i

Vcos?t = cost. Identitet u lemi 1b) vrijedi za x € R\ {k -7 : k € Z}, pa
je potrebno uociti i da je Dy C R\ {k-7: k € Z}. Mozemo zakljuciti da
je u ovom slucaju primjereno i potrebno dodatno prokomentirati valja-
nost koristenih identiteta za svaki v € Dy.

Naposljetku, neodredeni integral funkcije $ je uvrsten u vedinu
tablica neodredenih integrala elementarnih funkcija (vidjeti npr. tablicu
u [I]). On se izvodi koristenjem tzv. univerzalne trigonometrijske za-
mjene. U dokazu leme 3 vidjeli smo da je neodredeni integral funkcije
i moguce relativno brzo i jednostavno izvesti na potpuno elementa-
ran nacin. Zbog toga smatramo da neuvrStavanje neodredenoga inte-
grala funkcije ﬁ u vedéinu tablica neodredenih integrala elementarnih

funkcija nije znacajan nedostatak metode hiperbolne zamjene.

3 Primjer 2

1

Odredimo standardnu antiderivaciju funkcije g(x) = PRV

3.1 Rjesenje pomocu trigonometrijske zamjene

:ih'l

sint

-In

Uvedimo zamjenu t := arctg (%)7 odnosno x = 2 - tgt. Tada je dx =
ﬁ - dt, pa koristenjem leme 1 d) imamo:
1 1 2
/x-\/x2+4 de /2-tgt~«/4~tg2t+4 cos?t dt
B / cost 1 B
B sint-2-/tg?t+1 cos?t
1 1 1 1 B
T2 [ sint \fig2¢p1 cost
1 1 1
= —. | — -cost-—— -dt =
2 sint cost
1 dt 1
5| o
1
2

tg <; - arctg (g)) ‘ +C, CeR.

Odaberemo C' = 0 pa dobijemo:
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G(z) = % -In

te 5 e (3))|

Primjenom leme 1 pravilo funkcije G dalje transformiramo ovako:

1 1 T 1 1 — cos (arctg (z))
G = —-Injtg(=- t(— =--1 220 =
(z) g g<2 arcte 2))‘ g sin (arctg (%))
S W 1— ——L—
_ 1+tg2 (arctg( %)) 1 14(%)? _
= —.ln - =5 Inj——=
1+tg2(arctg(%)) 1+(%>
V() >
N IRV Ol S U A R ¢ I
2 5 3
2
2-0/1+(%)" -2 1 22 +4-2
= — - In =--1
T T

3.2 Rjesenje pomocu hiperbolne zamjene

Uvedimo zamjenu ¢t := arsh (%), odnosno x = 2 -sht. Tada je de =
2-cht-dt, pa imamo:

1 1
—— . dx -2.cht-dt =
/x-vx2+4 2-sht-\/4-sh’t+4
1 lema 2a)
-cht-dt =
sht-2-vsh’t+1
= -cht-dt =

1
/sht.\/ch%
1
| —— . cht-dt =
/sht-cht chi-di

3
1 x
-ln th<2~arsh<2)>’+C, C eR.

Il Il
NI N N N S— S~

Odaberemo C' = 0, pa dobijemo:

G(x) :%-ln

th (; . arsh (;)) ‘
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Primjenom svih identiteta iz leme 2 dalje slijedi:

1 1 x 1 sh (arsh (%)) B
G(z) = 3 -In [th <2 -arsh (2)>‘ =3 -In T+ ch (arsh (2)) =
= —.In % =In * =
1+ V1+sh? (arsh(ﬁ))‘ 2 <1+ 1+(§)2)
= In i —111‘1j =
- 24 VAta?]

2+ 4~(1+(%)2)

| w( x2+4—2) | x( x2+4—2)

= n = 1n =

(2+VA+a?) (Va2 +4-2) (x2+4) -4
:B-(\/x2—|—4—2) 244 -2

2 T

§to smo i zeljeli pokazati.

3.3 Usporedba koristenih metoda

U ovome je sluc¢aju prednost koriStenja metode hiperbolne zamjene jos
izrazenija nego u primjeru 1. Naime, primijetimo da je prirodna domena
funkcije g jednaka D, = R\ {0}. Koristeni hiperbolni identiteti vrijede
za svaki x € R, pa posebno i za svaki x € D,. Dakle, nije potrebno
provesti nikakve dodatne analize, komentare i sl. vezane uz koriStene
identitete.

Medutim, koriSteni identiteti iz leme 1 ovdje zahtijevaju dodatnu
analizu. Naime, jedino je identitet tg(arctgz) = x istinit za svaki x € R,
pa posebno i za svaki x € D,. Znaci li to da ostale identitete zapravo
nismo smjeli primijeniti, odnosno da smo trebali dodati neke uvjete uz
koje bismo ih mogli primijeniti?

Odgovor na ovo pitanje je negativan. Naime, u rjeSenju primjera 2
navedenom u tocki 3.1. se kao argument funkcija sin, cos i tg pojavljuje
funkcija g1 (z) = arctg (£). Ona ima prirodnu domenu R i sliku (=%, %).
U tocki 2.3. smo istaknuli da je na tom intervalu funkcija kosinus strogo
pozitivna. Zbog toga za svaki x € R, a time i za svaki x € Dy, vrijedi
identitet

1 1
V1 +tg?(arctg x) V1 a?

cos(arctg x) =
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Iz istoga razloga (stroga pozitivnost kosinusa) predznak funkcije tg
na <f§, g> jednak je predznaku funkcije sin. Odatle slijedi da za svaki
z € R, a time i za svaki x € Dy, vrijedi identitet:

tg(arctg x) oz
V1 +tg?(arctgr) V1 + 22

Dakle, ni u jednom od navedenih identiteta ispred znaka drugoga
korijena nije potreban znak =+.
Zakljuéno, promotrimo identitet

sin (arctgz) =

(m)) _ 1—cos (arctg ( ))

x
2
2 sin (arctg (%))

Njegova lijeva strana je definirana za sve z € R, dok desna strana
nije definirana samo za x = 0. Zbog toga taj identitet vrijedi za svaki
z € R\ {0} = D,. Time smo obrazlozili da svi koristeni identiteti vrijede
na D,.

Metoda trigonometrijske zamjene u ovom slucaju zahtijeva dodatnu
netrivijalnu analizu korektnosti postupka rjeSavanja. Zbog nedostatka
raspolozivoga vremena na nastavi, ta analiza se uglavnom izostavlja ili
se tek uzgredno napomene da koristeni identiteti vrijede za svaki x € D,,.
Na temelju vlastitoga iskustva uvjereni smo da je relativno mali broj stu-
denata struc¢nih studija sposoban ispravno obrazloziti valjanost primjene
tih identiteta i da spomenutu analizu zato ne bi trebalo izostavljati.

1
tg | = t
g(2 arctg

4 Zakljucak

U nastavi matematickih predmeta na veleucilistima, samostalnim viso-
kim Skolama i fakultetima, a posebno na onima koji izvode tehnicke
sveuciliSne i strucne studije, rjeSavaju se i razliciti zadaci iz integralnoga
racuna. U te zadatke pripadaju i posebni tipovi integrala iracionalnih
funkcija. Neki od tih tipova mogu se rjeSavati koriste¢i metodu trigono-
metrijske zamjene i metodu hiperbolne zamjene. Zbog iskustva stude-
nata u radu s trigonometrijskim funkcijama, kao i njihova nedovoljnoga
iskustva u radu s hiperbolnim funkcijama, u rjeSavanju se najcescée koristi
metoda trigonometrijskih zamjena. U ovom radu smo nastojali pokazati
da metoda hiperbolnih zamjena u takvim slu¢ajevima nije loSija od me-
tode trigonometrijskih zamjena, a u nekim slu¢ajevima je jednostavnija
jer ne zahtijeva dodatne analize korektnosti provedena postupka. Na-
damo se da ¢e se u buduénosti stvoriti potrebni preduvjeti da se u okviru
nastavnih programa matematickih predmeta mogu detaljnije obraditi hi-
perbolne funkcije i njihove primjene u rjeSavanju razli¢itih prakti¢nih
problema.
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