OsJECKI MATEMATICKI LIST 18 (2018), 1-13

Generalizirani svojstveni problem

Marija MiloloZa Pandur; Marinela Pilj!

Sazetak

U ovome radu uvodimo pojam generaliziranog svojstvenog prob-
lema danog matri¢nog para koji je poopéenje osnovnog svojstvenog
problema jedne matrice. Pokazujemo koje se sve poteskoce pojavljuju
prije korektne definicije generaliziranog svojstvenog problema. Tako-
der, definiramo ekvivalentne i istovremeno dijagonalizibilne matri¢ne
parove te pokazujemo Sto ti pojmovi znace za generalizirani svojstveni
problem.

Kljuéne rije¢i: osnovni svojstveni problem, generalizirani svojstveni
problem, svojstvena vrijednost, svojstveni vektor, reqularan i singula-
ran matricni par, ekvivalentni matricni parovi

Generalized eigenproblem

Abstract

In this paper we introduce the generalized eigenproblem for a given
matrix pair which is a generalization of the ordinary eigenproblem for
a single matrix. We point out the difficulties that appear before the
generalized eigenproblem can be defined. Also, we define equivalent
and simultaneously diagonalizable matrix pairs and show what this
concept means for the generalized eigenproblem.

Key words: ordinary eigenproblem, generalized eigenproblem, eigen-
value, eigenvector, regular and singular matrix pair, equivalent ma-
trix pairs
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David Hilbert
(1862.-1943.)
njemacki matematicar.

Maryja MiLoLoza PANDUR, MARINELA Piry

1 Osnovni i generalizirani svojstveni problem

Danas se studenti susre¢u s pojmom svojstvenih vektora i svojstvenih vri-
jednosti dane matrice unutar kolegija linearne algebre. Medutim, povi-
jesno ti se pojmovi pojavljuju u 17. i 18. stolje¢u unutar analiticke geome-
trije pri proucavanju kvadratnih formi, te u 18. stolje¢u unutar algebre u
postupku dobivanja rjeSenja diferencijalnih jednadZzbi. Njemacki matema-
ticar David Hilbert prvi je 1904. upotrijebio njemacku rije¢ eigen, koja znaci
vlastiti, svojstveni, te koja se kasnije uvrijezila i u engleskom jeziku, te se
danas na engleskom jeziku svojstvena vrijednost kaze eigenvalue, a svoj-
stveni vektor eigenvector. ViSe informacija o zanimljivom povijesnom ra-
zvoju spektralne teorije mozete procitati u [5].

U ovome radu uvodimo poopcenje osnovnog svojstvenog problema jed-
ne matrice na svojstveni problem dvije dane matrice. Naglasavamo do ko-
jih se poteskoca dolazi prije korektne definicije svojstvenog problema dvije
matrice. Takoder, uvodimo nove pojmove koji su analogoni pojmovima
sli¢nih matrica i dijagonalizibilne matrice.

Osnovni svojstveni problem sastoji se od odredivanja skalara A € C i
ne-nul vektora x € C" takvih da vrijedi

Ax = Ax, x #0, (1)

pricemuje A € C"*" zadana kvadratna matrica. U tome je slucaju skalar A
svojstvena ili karakteristicna vrijednost matrice A, a vektor x svojstveni
ili karakteristi¢ni vektor pridruZen svojstvenoj vrijednosti A. Geometrij-
ski, svojstveni vektor dane matrice je onaj vektor kojemu matrica ne mije-
nja smjer kada djeluje na njega. Lako se vidi da ako je x svojstveni vektor
za svojstvenu vrijednost A, onda je i svaki vektor ax, « € C\ {0}, takoder
svojstveni vektor za A. Jednakost (1) moZemo pisati i u sljede¢em obliku:

(A—ADx =0, x#0, )

gdje je I jedini¢na matrica reda n. Postojanje ne-nul vektora x takvog da
vrijedi (2) implicira da matrica A — Al mora biti neinvertibilna. U tome
slucaju je

det(A —AI) = 0. 3)

Polinom det(A — AI) stupnja n u kompleksnoj varijabli A nazivamo svoj-
stveni ili karakteristi¢ni polinom matrice A. Iz (3) slijedi da su korijeni
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karakteristi¢cnog polinoma svojstvene vrijednosti matrice A. Stoga iz Os-
novnog teorema algebreﬂ slijedi sljededi vaZan teorem:

Teorem 1.1. Svaka matrica A € C"*"

nih vrijednosti.

ima 1, ne nuzno razli¢itih, svojstve-

Ponovimo na sljedeéem primjeru nacin rjeavanja svojstvenog problema.

Primjer 1.1. Neka je zadana matrica A = [; ﬂ . 1z karakteristi¢nog po-
linoma
1-A 2
det(A —AI) = 5 42\ =(A+1)(A—6)
dobivamo da su njegovi korijeni, odnosno svojstvene vrijednosti matrice A
jednake A = —11i Ay = 6. Za svojstvenu vrijednost A; = —1 iz homoge-
nog sustava jednadzbi (A — (—1)I)x = 0 dobivamo x, = —x; pa je jedan

svojstveni vektor za tu svojstvenu vrijednost [1, —1]T. Za svojstvenu vri-
jednost Ay = 6 iz homogenog sustava jednadzbi (A — 6I)x = 0 dobivamo
X, = 5x1/2 pa je jedan svojstveni vektor za tu svojstvenu vrijednost [2,5]".

Detaljnije o osnovnom svojstvenom problemu moZze se naci u [I} odjeljak
5.5].

Desnu stranu u (1) moZzemo zapisati kao Alx. Stoga je prirodno uvesti
poopcenje problema (1) tako da se umjesto jedini¢ne matrice I na desnoj
strani pojavi neka druga kvadratna matrica B € C"*". Tada govorimo
o generaliziranom svojstvenom problemu matri¢nog para (A, B), koji se
sastoji od odredivanja skalara A € C i ne-nul vektora x € C" za koje vrijedi

Ax = ABx, x #0. 4)

U tome slucaju A zovemo svojstvena vrijednost matri¢nog para (A, B), a
x svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj vrijednosti A. Par (A, x) zovemo
svojstveni par. Jednakost [#) mozemo pisati i u sljedecem obliku:

(A—AB)x =0, x #0. ®)
Iz (B)), analogno kao i kod svojstvenog problema za matricu, slijedi da je

det(A — AB) = 0. (6)

10snovni teorem algebre tvrdi da svaki polinom p stupnja n > 1 ima to¢no n kompleksnih
korijena x1, ..., x, i moZe se na jedinstven nacin (do na poredak faktora) zapisati u obliku
p(x) =an(x —x1)(x —x2) - (x — x).
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Polinom det(A — AB) u kompleksnoj varijabli A zovemo karakteristi¢ni
polinom matri¢nog para (A, B). 1z (6) slijedi da su korijeni karakteristi¢nog
polinoma svojstvene vrijednosti matri¢nog para (A, B).

Poznato je da su svojstvene vrijednosti dijagonalne matrice upravo nje-
zini dijagonalni elementi. Sukladno tome Zeljeli bismo jednostavno do-
biti svojstvene vrijednosti matri¢nog para u kojemu su obje matrice dijago-
nalne. No, najprije moramo uvesti pretpostavku o invertibilnosti matrice B.

Tvrdnjal. U generaliziranom svojstvenom problemu, ako su A =
diag(ay,...,an) i B = diag(by, ..., b,) dijagonalne matrice takve da je b; #
0,i =1,...,n, tada su svojstvene vrijednosti matri¢nog para (A, B) dane
sA; == a;/bj, i = 1,...,n, odnosno svojstvene vrijednosti su kvocijenti
odgovarajucih dijagonalnih elemenata.

Dokaz. Neka su dane matrice A i B kao u pretpostavci tvrdnje. Tada je A —
AB dijagonalna matrica pa je karakteristi¢ni polinom para (A, B) jednak

umnosku odgovaraju¢ih dijagonalnih elemenata: det(A — AB) = (a1 —
Aby) - - (ay — Aby). Tada se lako vidi da su korijeni tog polinoma upravo
odgovarajuéi kvocijenti dijagonalnih elemenata: a1 /by, ..., a,/by. O

Sada se namece pitanje: $to mozemo reci o svojstvenim vrijednostima
dijagonalnog matri¢nog para (A, B) u kojem matrica B na dijagonali ima
neki element koji je jednak nuli? Pogledajmo sljede¢i primjer dijagonalnih
matrica:

Primjer 1.2. Neka su zadane sljedeée matrice: A = [g 8} iB= [8 g}

Karakteristi¢ni polinom matri¢nog para (A4, B) je:

6 0

det(A—AB) =) 4

‘ = —18A.

Jedna svojstvena vrijednost je sigurno 0 (to mozemo ocitati iz kvocijenta
0/3), a postoji li druga svojstvena vrijednost? Iako su zadane matrice reda
2, karakteristi¢ni polinom je stupnja 1 pa ovaj matri¢ni par ima samo jednu
kompleksnu svojstvenu vrijednost. Kvocijent 6/0 dijagonalnih elemenata
nas motivira da drugu svojstvenu vrijednost, onu , koja nedostaje” defini-
ramo kao cc.

Pojavljivanje oo kao svojstvene vrijednosti je neobi¢no, ali razlog tome je
nesimetri¢na uloga matrica A i B u {@). Zbog toga se generalizirani svoj-
stveni problem takoder zapisuje u obliku (vidi [6} str. 272-273]):

BAx = aBx. (7)
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Sada A i B imaju simetri¢nu ulogu, ali ako par (a, 8) € C? zadovoljava (7),
onda (7) zadovoljava i svaki par (ta, TB) za bilo koji kompleksni skalar 7.
Stoga, ako bismo par («, ) smatrali svojstvenom vrijednoséu matri¢nog
para (A, B), morali bismo time smatrati i svaki par (ta, T8) za proizvoljni
T # 0. To nam sugerira da bi se potprostor («, ) := {t(a,p) : T € C)} C
C? razapet s (a, ) # (0,0) trebao smatrati svojstvenom vrijedno$¢éu ma-
tri¢nog para (4, B).

Nadalje, ostaje nam problem moguceg pojavljivanja nedefiniranog iz-
raza 0/0 kao kvocijenta odgovarajucih dijagonalnih elemenata dijagonal-
nog matri¢nog para. Zbog toga uvodimo sljede¢u definiciju.

Definicija 1.1. Nekasu A, B € C"*" kvadratne matrice. Matri¢ni par (A, B)
je singulararﬁ ako je det(A — AB) = 0, za svaki A € C, odnosno ako je
det(BA — aB) = 0, za svaki (&, 8) € C2. U suprotnom, matri¢ni par (A, B)
je regularan.

Navedimo dva dovoljna uvjeta da zadani matri¢ni par bude singularan,
odnosno regularan.

Propozicija 1.1. (vidi [6] str. 274, primjer 1.3]) Ako jezgre matrica A i B
nemaju trivijalan presjek, matri¢ni par je singularan.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji vektor x # 0 koji je u jezgri matrice Aiu
jezgri matrice B, tj. da vrijedi Ax = 0 = Bx. Tada za svaki kompleksan par
(«, B) vrijedi (BA — aB)x = 0, odnosno matrica BA — aB je singularna za
svaki par («, B), pa je matri¢ni par (A, B) singularan. O

Propozicija 1.2. (vidi [6} str. 274, primjer 1.4]) Ako je barem jedna od ma-
trica A, B invertibilna, onda je matri¢ni par (A, B) regularan.

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti, neka je matrica B invertibilna. Za par
(a, B) = (1,0) vrijedi: det(BA —aB) = det(—B) # 0. Kako postoji par
(x, B) € C? za koji je det(BA — aB) # 0, matri¢ni par (A, B) je regularan.]

Sada napokon moZemo korektno definirati svojstvenu vrijednost matric-
nog para, po analogiji s definicijom svojstvene vrijednosti matrice. Prvo da-
jemo definiciju u slu¢aju da promatramo generalizirani svojstveni problem
oblika (@), a kasnije oblika (7).

2Po definiciji se singularnim matri¢nim parom smatra i par pravokutnih matrica A,B €
Cm, edjeje n # m (vidi [3} str. 174]).
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Definicija 1.2. Nekaje (A, B) regularan matri¢ni par reda n s karakteristi¢-
nim polinomom p(A) = det(A — AB). Svojstvene vrijednosti matri¢nog
para (A, B) definiramo kao

i) korijene karakteristicnog polinoma,

ii) oo (algebarske viSestrukosti n — st(p)) ako je st(p) < n, gdje st(p)
oznacava stupanj polinoma p.

U sljedecoj napomeni povezujemo regularan generalizirani svojstveni pro-
blem s osnovnim svojstvenim problemom [3} str. 174, propozicija 4.6].

Napomena 1.1. Neka je A’ svojstvena vrijednost para (A, B), pri ¢emu je
B invertibilna matrica. Koriste¢i Binet-Cauchyjev teorem (vidi [1 str. 98,
teorem 3.2.26]) dobivamo:

0 = det(A — A'B) = det(AB~' — A'I) = det(B1A — \'I).

Stoga je A’ ujedno i svojstvena vrijednost matrice AB~! i matrice B~'A. Vri-
jediiobratno. Analogno, ako je A invertibilna matrica, onda su svojstvene
vrijednosti para (A, B) jednake recipro¢nim svojstvenim vrijednostima ma-
trica A"'B ili BA~1, gdje svojstvenoj vrijednosti 0 matrice A~!B odgovara
svojstvena vrijednost co para (A, B).

Sada navodimo teorem koji govori o broju svojstvenih vrijednosti regu-
larnog para, a koji je poopcenje teorema Iz dokaza tog teorema slijedi
da je stupanj karakteristicnog polinoma para (A, B) jednak rangu matrice
B. Stoga, ako je B neinvertibilna, pojavljuje se co kao svojstvena vrijednost.

Teorem 1.2. (vidi [6] str. 275], [3, str. 174, propozicija 4.6]) Regularan ma-
tri¢ni par (A, B) reda n ima n svojstvenih vrijednosti. Ako je B neinver-
tibilna, onda je co svojstvena vrijednost algebarske viSestrukosti n — r(B),
gdje je r(B) rang matrice B.

Dokaz. Ve¢ smo vidjeli da je generalizirani svojstveni problem s invertibil-
nom B, ekvivalentan osnovnom svojstvenom problemu matrice B~1 A (vidi
napomenu [I.1), stoga taj problem ima n kompleksnih svojstvenih vrijed-
nosti, uklju¢ujudi viSestrukosti. Pretpostavimo sada da je B neinvertibilna,
i neka je B = UXV* njena SVD dekompozicijﬂ Tada koriste¢i Binet—

3Za matricu B € C"™*" rastav B = ULV, gdjesul € C"™*"™ iV € C"*" unitarne, a X €
C"*" pravokutna dijagonalna matrica s realnim nenegativnim dijagonalnim elementima,
zovemo singularna dekompozicija matrice B (vidi [6) str. 30, teorem 4.1]).
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Cauchyjev teorem i ¢injenicu da je determinanta unitarne matrice po mo-
dulu jednaka 1, slijedi

det(A — AB) = det(A — AUXV™)
— det (U(U*AV — AZ)V*)
=detU -det(U*AV —AX)-detV*.

Kako je r(B) = r(X), na dijagonali matrice U* AV — AX. imamo samo r(B)
Ai, pa je stupanj polinoma det(U* AV — AX) jednak upravo r(B). U tome
slucaju, par (A, B) ima r(B) kompleksnih svojstvenih vrijednosti (korijeni
polinoma det(A — AB)), a svojstvena vrijednost co ima viSestrukost n —
r(B). O

Sada moZemo poopcéiti tvrdnjutako da pretpostavimo regularnost ma-
tri¢nog para.

Tvrdnja 2. Neka su dane dijagonalne matrice A = diag(ay,...,a,)iB =
diag(by, ..., by) takve da je par (A, B) regularan. Tada su svojstvene vri-
jednosti matri¢nog para (A,B) dane s A; := a;/b;, i = 1,...,n, odnosno
svojstvene vrijednosti su kvocijenti odgovarajuc¢ih dijagonalnih elemenata,
s tim da kvocijent 4;/0 za neki a; # 0 odgovara beskona¢noj svojstvenoj
vrijednosti.

Dokaz. Ve¢ smo dokazali tvrdnju ako je matrica B invertibilna. Pretposta-
vimo stoga da je B neinvertibilna. Kao prvo, 0/0 ne moZe se pojaviti kao
kvocijent odgovarajucih dijagonalnih elemenata. Dokazimo to postupkom
koji se naziva ,, dokaz od suprotnoga”: pretpostavimo da je zadani dijago-
nalni par (A, B) regularan i da zanekii € {1,...,n} vrijedia; = b; = 0.
Tada se i-ti vektor kanonske baze za C", nalazi i u jezgri matrice A iujezgri
matrice B, pa je prema propoziciji par (A, B) singularan, $to je kontra-
dikcija s pretpostavkom da je regularan. Sada tvrdnja slijedi trivijalno iz
det(A —AB) = (a1 — Aby) - - - (an — Aby). O

Definirajmo sada svojstveni vektor danog matri¢nog para.

Definicija 1.3. Neka je A’ konacna svojstvena vrijednost regularnog ma-
tri¢nog para (A, B). Tada vektor x # 0 zovemo svojstveni vektor pridru-
Zen svojstvenoj vrijednosti A’ ako je Ax = A'Bx. Ako je A’ = oo svojstvena
vrijednost i Bx = 0 za vektor x # 0, onda x zovemo svojstveni vektor pri-
druZen svojstvenoj vrijednosti A’. Par (A’,x) zovemo svojstveni par ma-
tri¢nog para (A, B).
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Ukoliko koristimo homogeni prikaz generaliziranog svojstvenog prob-
lema, nestaje potreba za razdvajanjem konacnih i beskonacnih svojstvenih
vrijednosti.

Definicija 1.4. Neka je (A, B) regularan matri¢ni par takav da vrijedi
BAx = aBx 8)

za («, B) # (0,0) i x # 0. Potprostor («, B) naziva se svojstvena vrijednost
u homogenom obliku matriénog para (A, B), a x se naziva pridruZeni
svojstveni vektor.

Neka vrijedi (8) za neki vektor x # 0, te a, p € C takve da je B # 0.
Tada za A := a/p vrijedi Ax = ABx, tj. A je, po definiciji konacna
svojstvena vrijednost od (A, B), a x je, po definiciji svojstveni vektor
pridruZen svojstvenoj vrijednosti A. Dakle, svojstvena vrijednost u homo-
genom obliku («, B) iz definicije [1.4|za koju je B # 0, odgovara kona¢noj
svojstvenoj vrijednosti a/ § iz definicije Neka vrijedi (8) za neki vektor
x #0i(a,p) = (1,0), §j. 0Ax = 1Bx. Tadaje Bx = 0 za x # 0 pa je B ne-
invertibilna. Stoga po teoremu [1.2|par (A, B) ima beskona¢nu svojstvenu
vrijednost, a po definiciji x je svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj
vrijednosti co. Dakle, svojstvena vrijednost u homogenom obliku (1,0) iz
definicije[1.4| odgovara svojstvenoj vrijednosti oo iz definicije

Ukoliko je u regularnom paru (A, B) matrica A neinvertibilna, onda je
nula svojstvena vrijednost toga para: naime, postoji vektor x # 0 takav da
je Ax = 0 pa moZemo pisati Ax = 0Bx.

Vratimo se primjeru Matri¢ni par (A, B) je regularan jer njegov ka-
rakteristi¢ni polinom nije nul-polinom. Obje matrice A, B su neinvertibilne.
Svojstvene vrijednosti u homogenom obliku danog para su (6,0) i (0,3).
Za svojstvenu vrijednost u homogenom obliku (6,0), iz homogenog sus-
tava jednadzbi (0A — 6B)x = 0, dobivamo da je x, = 0, a za x; da moze
biti proizvoljan. PridruZeni svojstveni vektor je tada primjerice [1,0]7. Za
svojstvenu vrijednost u homogenom obliku (0, 3), iz homogenog sustava
jednadzbi (3A — 0B)x = 0, dobivamo da je x; = 0, a za x, da moZe biti
proizvoljan. PridruZeni svojstveni vektor je tada primjerice [0,1]T. Pogle-
dajmo sljede¢i primjer:

Primjer 1.3. Neka su zadane sljedec¢e matrice: A = [8 8} iB= [3 8} .
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Karakteristi¢ni polinom matri¢nog para (A, B) je:

6—-31 0

det(A — AB) = ’ oo

‘:(6—3)\)0;0.

Uocavamo da je karakteristi¢ni polinom jednak nul-polinomu pa je par
(A, B) singularan. To takoder uocavamo iz kvocijenta 0/0 zadanog dija-
gonalnog matri¢nog para. Nadalje, uocavamo da za ¢ak i jako male pro-
mjene, tzv. perturbacije, u matricnim elementima (npr. ako b, element za-
mijenimo bilo kojim brojem razli¢itim od nule), perturbirani matri¢ni par
postaje regularan.

2 Ekvivalentni matri¢ni parovi

Prisjetimo se (vidi [1, str. 111, korolar 3.3.18, str. 169, definicija 5.4.21]),
matrice A i B nazivamo ekvivalentnima ako postoje invertibilne matrice S
i T takve da vrijedi B = SAT, a sli¢nima ako postoji invertibilna matrica
T takva da vrijedi B = T~'AT. Iz ¢&injenice da sli¢ne matrice imaju jed-
nake karakteristi¢ne polinome (vidi [1} str. 174, propozicija 5.5.6]), slijedi
da sli¢ne matrice imaju jednake svojstvene vrijednosti. Napominjemo da
ekvivalentne matrice opéenito nemaju jednake svojstvene vrijednosti.

Definirajmo sada ekvivalentne i kongruentne matri¢ne parove te pogle-
dajmo vezu izmedu njihovih svojstvenih vrijednosti (vidi [6} str. 276.]):

Definicija 2.1. Za dva matri¢na para (A1, B1) i (A, By) kazemo da su ekvi-
valentni ako postoje invertibilne matrice E i F takve da vrijedi Ay = EA;F,
B, — EB,F.

Ako u definiciji 2.] vrijedi By = B, = I, onda za matrice E i F mora
vrijediti I = EIF, tj. E=F 1 &to implicira da su matrice A; i A sli¢ne.

Propozicija 2.1. Neka je dan regularan par (A1, B1). Tada je i njemu ekvi-
valentan par (Aj, By) regularan. Nadalje, ako je (A, x) svojstveni par ma-
tri¢nog para (A1, By), onda je (A, F~1x) svojstveni par od (Ay, By). Dakle,
regularni ekvivalentni matri¢ni parovi imaju jednake svojstvene vrijednosti,
a svojstveni vektori su povezani matricom F -1

Dokaz. Prva tvrdnja propozicije slijedi direktnom primjenom Binet—Cau-
chyjevog teorema. Pretpostavimo sada da je (A, x) svojstveni par matri¢-
nog para (Aq,By). Tada vrijedi Ajx = ABjx. MnoZenjem s lijeve strane
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matricom E dobivamo sljede¢i niz implikacija:

EA1x =AEBix = EA1Ix=AEBlx
= EA{FF 'x = NEB;FF 'x
= A,F"'x = A B,F .

Zaklju¢ujemo da je (A, F~1x) svojstveni par od (Aj, By). a

Sada ¢emo definirati jednu vaznu vrstu ekvivalentnih parova (vidi [4) str.

339]).

Definicija 2.2. Za dva matri¢na para (A1, B1) i (A2, By) kazemo da su kon-
gruentni ako postoji invertibilna matrica F takva da vrijedi Ay = F*AF,
B, = F*ByF.

Posebno, ako postoji invertibilna matrica F takva da vrijedi F*AF = D,
i F*BF = D,, pri ¢emu su Dy = diag(¢y,...,¢n) i Dy = diag(¢y,...,¢¥n)
dijagonalne, onda kaZemo da matrica F istovremeno dijagonalizira ma-
tri¢ni par (A, B). Matri¢ni par za koji postoji takva matrica F nazivamo isto-
vremeno dijagonalizibilan. Iako matrice D; i D, nisu jedinstvene, omjeri
¢i/ P, i=1,...,n, jesu (vidi [4, str. 340]).

Sjetimo se da je matrica A € C"*" dijagonalizibilna (sli¢na dijagonalnoj
matrici) ako i samo ako ima # linearno nezavisnih svojstvenih vektora. U
tome slucaju sustav jednakosti Ax; = Ajx;, i = 1,...,n, je ekvivalentan
matri¢nojjednakosti AX = XA, gdjeje X = [x1, ..., x| matrica svojstvenih
vektora, a A = diag(Ay,...,A,) dijagonalna matrica na ¢ijoj su dijagonali
pripadne svojstvene vrijednosti.

Neka je matri¢ni par (A, B) regularan i istovremeno dijagonalizibilan,
odnosno neka postoji F takva da vrijedi

F*AF =Dy, F*BF = D,.
1z toga dobivamo da je
A= (F)"'DiF7!, B=(F") 'DF L
Sada svojstveni problem Ax = ABx glasi

(F)"'DyFw = A(F*) " 1DyF1x.

10
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MnoZenjem slijeva matricom F* dobivamo
Dly = /\Dzy,

pri éemu je y = F~!x. To je svojstveni problem za regularan (vidi propo-
ziciju dijagonalni par cije su svojstvene vrijednosti kvocijenti dijago-
nalnih elemenata (tvrdnja[2), a to su ujedno i svojstvene vrijednosti danog
para (A, B). Nadalje, svojstveni vektori svojstvenog problema za dijago-
nalni par su vektori y; = ¢;, i = 1,...,n, vektori kanonske baze za C",
pa su svojstveni vektori po¢etnog generaliziranog svojstvenog problema
x; = Fy;, i = 1,...,n, upravo stupci matrice F. Dakle, ako je regularan
matri¢ni par (A, B) istovremeno dijagonalizibilan, onda postoji 7 linearno
nezavisnih svojstvenih vektora. U tome slucaju, kao i za dijagonalizibilnu
matricu, sustav jednakosti Ax; = A;Bx;, i = 1,...,n, ekvivalentan je ma-
tri¢noj jednakosti AX = BXA, gdjeje X = [x1,. .., x,] matrica svojstvenih
vektora, a A = diag(Ay,...,A,) dijagonalna matrica na ¢ijoj su dijagonali
pripadne svojstvene vrijednosti.

Pokazimo sada na primjeru istovremenu dijagonalizaciju matri¢nog para.

Primjer 2.1. Neka su zadane matrice:

-2 8 5 0 4 3
A=1|8 =30 -18 i B=1[4 —-42 -30
5 —-18 -11 3 =30 -21
Matrica
2 2 3
F=1(1 -1 0
-1 2 1

istovremeno dijagonalizira matri¢ni par (A, B), odnosno vrijedi F*AF =
Dy i F*BF = Dy, pri ¢emu su Dy = diag(—1,-2,1) i D, = diag(1,2, —3)
dijagonalne matrice. Prema prethodno iskazanom, svojstvene vrijednosti
para (A, B) su takoder i svojstvene vrijednosti regularnog dijagonalnog
para (Dq, Dy), a to su kvocijenti dijagonalnih elemenata, odnosno f% i—1.

S druge strane, iz karakteristi¢nog polinoma matri¢nog para (A, B):

-2 8 —4A 5-3A 1
det(A —AB) = |8 —4A —30+42A —18+30A :6()L+§)()\+1)2
5-30 —18+30A —11+21A

dobijemo da su svojstvene vrijednosti matri¢nog para (A, B) upravo —% i
—1. Takoder, za svaku svojstvenu vrijednost, iz homogenog sustava jed-
nadzbi (A — AB)x = 0 moZemo dobiti da je jedan od svojstvenih vektora
upravo odgovarajuéi stupac matrice F.

11
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3 Zakljucak

Tablica [1] sadrzi opisane sli¢nosti i razlike izmedu osnovnog i generali-
ziranog svojstvenog problema. Kao $to smo vidjeli, generalizirani svoj-
stveni problem nije jednostavno poopcéenje osnovnog, jer se u generalizi-
ranom svojstvenom problemu pojavljuju neke sloZene razlike u odnosu na

0sSnovni.

Osnovni svojstveni problem

Generalizirani svojstveni problem

Ax=Ax,x #0

Ax =ABx,x #0

Karakteristi¢ni polinom matrice
A: det(A — AI),
korijeni su svojstvene vrijednosti

Karakteristi¢ni polinom para
(A, B): det(A — AB),
za regularan par (A, B) korijeni su

matrice A. svojstvene vrijednosti toga para.
(A, B) regularan takav da
A = diag(ay,...,an) A = diag(ay, ..., an),
= A =a; B = diag(by,...,by)
= A, =a;/b;
Sli¢ne matrice = Regularni ekvivalentni matri¢ni
iste svojstvene vrijednosti. parovi =

iste svojstvene vrijednosti.

Matrica reda n ima n
konacnih svojstvenih vrijednosti
(ukljucujudi visekratnosti).

Regularan matri¢ni par reda n
ima n svojstvenih vrijednosti
(ukljuéujudi co i visekratnosti).

Tablica 1: Sli¢nosti i razlike izmedu osnovnog i generaliziranog svojstvenog
problema

Matri¢ni parovi, kako regularni, tako i singularni, pojavljuju se u mno-
gim matematickim modelima fizikalnih sustava (vidi [3, odjeljak 4.5] gdje
mozete pronadi i vise detalja o matri¢nim parovima). U praksi se za rjeSa-
vanje opleg svojstvenog i generaliziranog svojstvenog problema, umjesto
teorijskog rjesavanja predstavljenog u gornjim primjerima, koriste nume-
ri¢ki algoritmi (vidi [3} odjeljak 4.4], [4, odjeljak 15.6], [2, odjeljak 11.4]).
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