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NEJEDNAKOSTI MEDU
SREDINAMA

Znajuci da su sredine vrlo vaZni
statisticki pojmovi, to je od interesa barem
neke od njih precizno definirati. U ovom radu
se to upravo cini, Stovife, daju se njihove
usporedbe i prednosti u ekonomskim
razmatranjima.

UDK 551.4

Pregledni ¢lanak

Budu¢i da sredine daju bitna obiljezja populaciji,
od interesa je za statistiku ispitati njihova svojstva i
usporedbe.

1. NEKE VRSTE SREDINA

Cesto se od vise brojeva tvore neke srednje
vrijednosti ili sredine. Najobicnija je vrst sredina, tzv.
aritmeticka sredina.

Definicija 1.1. Pod aritmetickom sredinom
AJfa, a,) dvaju brojeva a,, a, razumijevamo njihov
poluzbroj:
a, +a,

1
7 (1)

A,(a,a,)=

Brojevi a;, a, mogu biti bilo koji realni brojevi.

Opéenitiji je pojam aritmetic¢ka sredina od n
brojeva:

Definicija 1.2. Pod aritmetickom sredinom
A"(a/,.az, eoa) od n brojeva a, a,, ... ,a,
razumijevamo n-ti dio njihova zbroja:

y+a,+tag

a
Anfay ay .. .ay)= - (2)
Umjesto A (a,, ... .a ) pisemo krace
Afa,a, ... a)=A/(a) (3)
gdje je a=(a,, a,, ... ,a ) konacan niz brojeva.

Moze se dogoditi da su neki od brojeva kojima
tvorimo sredinu medusobno jednaki. Tvorimo li
sredinu od 6 brojeva a,, 2, a,, 2, a,, a, imamo

1+3,+8,+3,-3,+3,
6

Aga)= > (4)

Zapravo je ovdje sredina tvorena od samo tri
razliCita broja a, a,, a,, pa umjesto (4) pisemo:

a,-2a,+a,

3
= 5
A6(a) 3+2+1 {(5)

Vidimo da su ta tri broja usla u tvorbu sredine s
razli¢itim teZinama. Faktore 3, 2, 1 nazivat ¢emo
stoga tezinskim faktorima ili teZinama. Poopcujudi
takvu teZinsku sredinu pripustit emo za teZinske
faktore bilo koje realne brojeve. Tako nastaje
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Definicija 1.3. Neka je -adano n realnih brojeva
a,a, ... ,a inrealnih brojeva p,, p, ... p,, koje
cemo nazivati teZinskim faktorima. Zbroj p +p,+ ...
+p, teZinskih faktora neka je razlicit od nule. Onda
pod teZinskom aritmetickom sredinom A (a) brojeva

a,a, ..., a, razumievamo:
n
Zp]ai
An(a):plax*pzaz T paa, — sl (6)
Pi+Py+-tp,

Zpi
i=1

Primjer: U skupini od 47 osiguranika dozivljene
su nesrece na sljedeéi nacin:

Broj nesreca 1 2 3 4 5

Frekvencija 6 5 13 16 7

Ako se pitamo koliko se prosje¢no dogodilo
nesreéa u spomenutoj skupini, dobit emo odgovor :

6:1+5-2+13.3+16-4+7-5 _
6+5+13+16+7 -

A47(a)= 3.28.

Ovaj broj daje obiljezje ovoj grupi osiguranika.

Ako sve tezinske faktore pomnozimo s istim
brojem A, sredina se ne mijenja jer se time odito
brojnik i nazivnik u (6) mnoZi istim brojem A.
MozZemo A napose odabrati tako da zbroj novih
teZinskih faktora bude jednak 1. Tako u (5) moZzemo

teZinske faktore pomnoziti saé pa izlazi:

3 2 1 1 1
ay= —a)+ —ay+ —a3= —a;+ —a,t+ —ay.
Ag(a) T T g uT yat Tt A

(7)

Kazemo da smo tezinske faktore normirali.
Opcenito se normirani tezinski faktori q,,q,, ... .q,
dobivaju iz bilo kojih tezinskih faktora p, ... ,p_
relacijom:

P; p;

n

CpAPt.tp,
?,
Z

(=1,2, ..., n).

i

(8)
1z toga izlazi:

Definicija 1 4. Neka je zadano n realnih brojeva
a,a,...a inrealnih brojevaq, q,. ..., q, sa zbrojem
1, koje cemo nazivati normiranim tezinskim faktorima.
Tada pod tezinskom aritmetickom sredinom A (a) tih
n brojeva a,, a, ..., a, razumijevamo

An(a):‘H‘U + q2a2+ .t qnanzqual : (9)
i=1

Jasno je da teZinske sredine prelaze u obi¢ne ako
su svi tezinski faktori jednaki. Napose su onda svi
normirani tezinski faktori jednaki %

Prelazimo sada na drugacije tvorbe sredina pri
¢emu se redovito ograniCavamo na pozitivne realne
brojeve 1 na pozitivne teZinske faktore.

Definirajmo najprije (obi¢nu) geometrijsku
sredinu od dva broja a, i a,.

Definicija 1.5. Pod geometrijskom sredinom G (a,,
a,) dvaju pozitivnih brojeva a,, a, podrazumijevamo
pozitival drugi korijen iz njihova produkra:

Gz(al, a;)= Gz(a)=ﬂala2 . (10)

Vidi se da!bi pripustanje vrijednosti nula bilo
neinteresantno jer bi onda geometrijska sredina bila
jednaka nuli, a pripustanje negativnih vrijednosti
uzrokovalo bi to da korijen mozZe postati imaginaran.
Stoga je opravdano da se ograni¢imo na pozitivne
brojeve.

Poopéimo pojam geometrijske sredine na siudaj
n brojeva: :

Definicija 1.6. Pod geometrijskom sredinom
G(a, ..., a) od n pozitivnih brojeva a,, a,, ... . a,
krace G (a) razumijevamo pozitivai n-ti korijen iz
njihova produkta:

1
n n n
Gufay, ..., a,)=G(@)=}a2, ..a, = ¢/[]a, =[qu "
i=t =1
(11

I ovdje je moguc slucaj da su neki od tih brojeva
Jednaki. Tvorimo li geometrijsku sredinu brojeva a,,
a,a,a,a,a,ilazi:

_ ) (342
Gefa)=4a,-a,-a,-3, 3, a; =§fajaza; =**Jajaza, -

12
63606 —n20306
a;aj =arasa;.

1
~(ajala,)s =a (12)

Dolazimo ovdje do teZinske geometrijske sredine
gdje se pojavljuju teZinski eksponenti ili teZine 3, 2,
1 ... Opcenito izlazi:

Definicija 1.7. Neka je zadano n pozitivnih
brojeva a,, a,, ..., a, i n pozitivaih teZinskih
cksponenata p,, p,. ... ., p, (kojima je zhroj sigurno
razli¢it od nule, jer su svi pozitivni). Tada pod
teZinskom geometrijskom sredinom G (a,, ..., a ),
krace G (a) razumijevamo:
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Gn(al,

a,)=G(a) :p1+...+pn/a]p1a§z .alh =

{1

Prethodni primjer daje

47
/16.25.3]3 416,57 =

=41-32-1594323- 4294967296 - 78125 = 2.97.

(13)

Vidimo da smo dobili prosjek koji je nesto niZi
od aritmeticke sredine.

Da li je to stvarno uvijek tako?

Nije tesko primijetiti da je raclunanje
aritmeticke sredine mnogo jednostavnije nego
geometrijske sredine.

Primijetimo da izmedu geometrijske sredine i
aritmeticke sredine postoji izvjesna veza.

Naime, logaritmiranjem formule (13) dobivamo:

log G, (@)= plog a +p,log a,+. . .+p log a,
h

log G(a)=

47

_6:0+5-0.30103 +13-0.47712 +16 - 0.60206 + 7-0.69879 _
47 -

=0.47305=5G, (a) = 2.97.

Bez obzira §to je racunanje geometrijske sredine
kompliciranije ipak se u statistici upotrebljava u
slucajevima koji su prikladniji, npr. procjena broja
pucanstva izmedu dva popisa, jer se pretpostavilja da
pucanstvo raste geometrijskom progresijom.

Ako Zelimo pratiti kretanje cijena, proizvodnje i
tome slicno, preporuca se racunanje geometrijske
sredine (indeksa).

Uvodenjem normiranih teZinskih eksponenata q,
prema (8) izlazi analogno:

Gufay, .. .a)=Gy(@)=a}'ay _a*=[]as (/4

i=1

Jer se ocito i ovdje mogu svi brojevi p, pomnoZiti s
nekim faktorom A, a da se vrijednost geometrijske sredine
ne promijeni. To se jasno vidi u specijalnom slucaju (12),
a vrijedi dakako opéenito prema (13) i (14).

6log 1+5log 2+13log 3+16log 4+7log 5

Oznake A (a,, ... ,4a), Gn(al, e 58, odnosno
A (a), G (a) iste su za teZinske i obicne sredine, jer
su obi¢ne sredine specijalni slucaj teZinskih kad su
teZinski brojevi svi jednaki. Razumije se da iz teksta
mora biti jasno o kojim se teZinskim faktorima,
odnosno eksponentima radi.

Definirajmo dalje harmonijsku sredinu od n
brojeva.

Definicija 1.8. Reciproc¢na vrijednost harmo-
nijske sredine H (a,, ..., a ) od n pozitivnih brojeva
a,d, ...,d s pozitivaim teZinskim faktorima,
Jednaka je aritmetickoj sredini reciprocnih vrijednosti
zadanih brojeva:

Hnl(a):A“G) i H,@ =[] s)

Drugim rije¢ima, opéi slucaj harmonijske
sredine je
-1

Zn:pia;I

- +p,+...+

H, (a) =| <L I Y ) Pu  (16)
>p, PryPay 4Bn
= a, 4 a,

odnosno, s normiranim teZinskim faktorima.:

-1
S 1
HJ®=[ maj = —
iz": 9i+q~2+...+q)“ (17)

a, a, a

n

Za obiénu harmonijsku sredinu vrijedi

1
9 =92=~ =4 =" (18)
n
dakle:
1L B n
Hn(a)=(;2a;‘j T
i=t —t
a] al an

Prema nasem primjeru imamo:
47 _
13 16 7
3 4 5

Hy,(a)= 6 5
—+>+
1 2

47

= =258
6+25+4333+4+14
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Kako vidimo, dobili smo broj manji i od
aritmeticke sredine i od geometrijske sredine.

Da li je to uvijek tako?

Harmonijska sredina se najcesce primjenjuje pri
trazZenju prosjeka vremena za izradu jedinice
proizvoda, prosjek vremena za prevaljenu jedinicu
puta itd.

U slucaju dvaju brojeva izlazi za teZinsku
harmonijsku sredinu specijalno:

H,(a,,a,)= P1 + P, _ (px +p2)ala2 -

Pi,P: p,a+pa,
a, a,
= ! 43,
g]__l_q_z, qzal +q1a2 (20)
a, a,
Obicna harmonijska sredina, za koju je
91 =49, = 5 izraZena je dakle sa
2a,a
H,(a,,2,) = ——*. (21)
a, +a,

Definirajmo jo$ jednu cesto upotrebljavanu
sredinu, a to je kvadratna sredina.

Definicija 1.9. TeZinska kvadratna sredina
Mfa, ... .a,), krace M (a) s pocitivaim teZinskim
faktorima je pozitivni drugi korijen iz aritmeticke
sredine kvadrata zadanih brojeva. Prema tome je
teZinska kvadratna sredina dana sa:

(22)

1 .
=q,= —, tj. za obicnu kvadratnu
n

Zag,=q,=...

sredinu izlazi M (a)=

2 2 2
,a] +aj+..+a;
n

(23)

2. NEJEDNAKOSTI MEPU SREDINAMA

Teorem 2.1. Za svaki konacan niz pozitivnih
brojevaa =(a,a, ... ,a) vaie nejednakosti:

3/—

n
1 1 1

—t
a’l aZ a'n

<@ajay ...a) <

a, +a, +..+a,

1
2 2 2\7
< a, +a;+..+a;
- )
n

n
. H,(2) < G,(a) < A, (a) < M, (a) .

U ovim nejednakostima znak jednako vazi ako
isamo ako je a=a,=...=a_. '

Dokaz. a) Promatrajmo najprije nejednakost
1

a, +a,+.ta

> (a az...an);. (24)

n
Za n = 2 nejednakost (24) postaje

a, +a,

—Z-Zm i o e ) 20,

Ova nejednakost ocigledno je tocna i u njoj vazi
znak jednako ako i samo ako je a, = a,. Pretpostavimo
sada da (24) vrijedi za neko n =Xk, tj. da je

AkZGk (25)

Tada je na osnovi (24),

+(k-1A aY
AEik;l_(_k_)_ﬂZ(aMAwk 'k =G.
(26)

Na osnovi (24) i (26) dobivamo

a,+a,+..*ta
A + A= "200 %k 2; ko

+ 4 +(k"1)Akfx _
k

- (k+ 1)Ak+l + (k - I)Akn
k

:2Ak+1 » t] :
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A 1 5 > ] L !
k+1:§(Ak+A)Z(AkA)zz(GkG)ZZ 11 1y _a a,  a
i ———— | T2 Ta g
a, a, a, n

- (6t6* -

1 1
_ |k k-1 _ . O\
- (GkakﬂAkH ﬁ - (Gllz+; AL: )Zk (27)
Iz prethodnog slijedi
1
Az (GAL . A zGlAL,

Ak+l > Gk+1

k+l = Mk+l>

Ak+l 2 G

k+1>

pa je dokaz zavrsen.

Dokazat ¢emo sada da u nejednakosti (24) vazi
znak jednakosti ako i samo ako je a,= a,=...=a_

Ako je a,= a,= a,=...=a, u (24) vaZi znak
jednakosti. Neka su sada bar dva od brojeva
a,,4, ... 4 razliCiti, na primjer neka je a, # a,. Tada je

Bt @t .
n

+an _

a t+a

a +a
24 tta,+..ta,

(@ajajyas ... an);,jerje &

>Va & (=),

pa je dokaz nejednakosti (24) zavrSen.

b) Za brojeve ~1—,L,...,—1— s obzirom na

a, a, a

n

nejednakost (24), imamo

gdje vazi znak jednakosti ako i samo ako je
a=a,=..=a.

n

Iz (28) slijedi

1

n 1

< n

T ] <(ajay...ap".
—t

a, a, a

n
¢) Ako se na desnoj strani identiteta (a, + a+ ...

a V—q? 2 2
+a)Y=a;+a;+..+a; +2(aa, +a,a,+...ta_a ),
2

umjesto 2aja, stavi a; +a. (2 2a3y),

i

dobiva se
nejednakost

(aj+ay+ ... +ay)< n(af+a§+.4.+a§), (29)

koja vazi za sve realne brojeve a,a,, ... ,a_.lz
(29) slijedi

e

ajtayt ... +a,<{ n(a,2 +a§+...+a:)} .

-

a, +a,+.+a al+a’+.. +a?
1 2 n o« 1 2 n
n n

LITERATURA

1. Pause, Z.: Uvod u matemati¢ku statistiku
(1993), Zagreb, Skolska knjiga

2. Scitovski, R.; Gali¢, R.; Silac-Bensi¢, M.:
Numeric¢ka analiza, vjerojatnost i statistika (1993),
Osijek

3. Vranié, V.: Vjerojatnost i statistika, (1971),
Zagreb, Tehnicka knjiga



