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TEOREM OVOJNICE U TEORLJI PONASANJA
POTROSACA

U ovome radu optimizaciju uz ogranicenja smjeStamo u kontekst
ucinkovite raspodjele ogranicenog dohotka i izvodimo Marshallove funkcije
potraznje i indirektnu funkciju korisnosti. Ispitivanjem svojstava indirekt-
ne funkcije korisnosti dolazimo do teorema ovojnice na koji se oslanjamo
u komparativno-statickoj analizi. Rezultati koje u okviru teorije ponasanja
potrosaca povezujemo s teoremom ovojnice imaju zanimljivo ekonomsko
tumacenje i osnova su dualnog pristupa koji mukotrpno rjesavanje sustava
JjednadZbi u izvodenju funkcija potraznje zamjenjuje lagodnijim operacijama
deriviranja i dijeljenja.

Kljucne rijeci: ucinkovita raspodjela ogranicenog dohotka, komparati-
vno-staticka analiza, teorem ovojnice, Royov identitet, dualnost

1. Ucinkovita raspodjela ogranicenog dohotka

Podimo od stajaliSta da je ukupna korisnost diferencijalno strogo rastuca i
striktno kvazikonkavna funkcija koli¢ina dobara. Usmjerimo li pozornost na do-
bro koje nas uistinu zanima i potrosnju na sva ostala dobra, moZemo se ograniciti
na dva dobra. PotroSa¢ za zadane cijene dobara - p i p, dohodak - M odlucuje
o koli¢inama dobara koje kupuje - x, 1 x,. Problem se uCinkovite raspodjele
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ogranic¢enog dohotka potrosaca pretvara u problem maksimizacije korisnosti uz
zadano budZetsko ograni¢enje koje zapisujemo u obliku jednakosti, pa imamo
slijededi problem:

max u(x,,x,)

X1,%, 20

piX + pax, =M.

Iz analize moZemo iskljuciti dobra koja potrosa¢ ne kupuje, pa je prirod-
na pretpostavka o unutarnjem rjesenju koja za dovoljno glatku funkciju korisno-
sti dopusta nesmetanu upotrebu diferencijalnog racuna i metode Lagrangeovih
mnoZitelja. Lagrangeova je funkcija koju pridruzujemo problemu optimizacije uz
ogranicenje

L(xl’xz’x;pl’pz’M)=u(x1’x2)+7‘*(M = DX, = PoXy).

1z potrebnih uvjeta prvoga reda proizlazi sustav jednadzbi u kojem su nepoz-
nanice koli¢ine dobara i Lagrangeov mnofZitelj, A,

oL oJu

—=——Ap,=u, —Ap, =0
axl axl Py = U D1

oL Jdu

axz axz Py = Uy P>
oL

a_sz_Plx1_p2xz =0.

Plodovi rjesavanja ovoga sustava, optimalne koli¢ine dobara koje potrosac¢
kupuje i ravnotezna vrijednost Lagrangeovog multiplikatora ovise o ukusu
potrosaca, o cijenama i o dohotku:

X :le(Pl,PpM)
X, :x;/l(pppz’M)
A=A (p,,p,,M).

Na ovaj smo nacin izveli funkcije koje nam, za zadane cijene i dohodak,
kazuju kolike koli¢ine pojedinih dobara potrosa¢ kupuje. Nazivamo ih Marshal-
lovim funkcijama potraznje i obiljeZavamo odgovaraju¢im indeksom - M, koji
nosi i ravnoteZna vrijednost Lagrangeovog multiplikatora. Ravnotezna vrijed-
nost Lagrangeovog mnoZitelja izraZava dodatnu korisnost posljednje veoma male
novcane jedinice izdane na bilo koje dobro,
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Cijene i dohodak na koje potro§a¢ nema utjecaja na posredan nacin odreduju i
blagostanje potrosaca funkcijom maksimalne korisnosti ili indirektnom funkcijom
korisnosti

V(PpPpM):M[XIM(Pl,PzaM)axéw(PpPz»M)] .

VaZnost ove funkcije moci ¢emo pojasniti u odjeljcima koji slijede. Pritom ce
srediSnje mjesto zauzeti pitanje kako promjene cijena i dohotka utjecu na promje-
nu maksimalne korisnosti.

2. Komparativno-staticka analiza i teorem ovojnice

Promjene parametara u problemima optimizacije mijenjaju ravnoteZu. Uspo-
redbom razliCitih ravnoteZnih stanja bavi se komparativno staticka analiza. U tom
okviru svoje mjesto zauzimaju teorem o maksimumu i teorem ovojnice. Teorem o
maksimumu govori o neprekidnosti koju slikovito opisuje Zaba na lopocu ustajale
bare. Neznatno uznemirenje bacenog kamencica ne poremeti mnogo sklad prirode,
bas kao §to ni u slucaju neprekidne funkcije mala promjena vrijednosti neovisne
varijable ne dovodi do znacajne promjene vrijednosti ovisne varijable. Stroga je
formalizacija te slike izvan okvira ovoga rada i pozornost ¢emo usmjeriti na teo-
rem ovojnice, rezultat koje daje odgovor na pitanje: kolika je promjena funkcije
maksimalne vrijednosti na veoma malu jedinicu promjene parametra? Do ovoga
éemo vaznoga rezultata doci induktivno, komparativno-statickom analizom bla-
gostanja potroSaca i indirektne funkcije korisnosti. Da saznamo kolika je promje-
na maksimalne korisnosti na veoma malu jedinicu promjene dohotka ili grani¢na

. \% v . .. N oy .
korisnost novca, promatramo razlomak aa— . U na$oj analizi heuristicke naravi
M

poistovjeujemo diferencijal i stvarnu promjenu vrijednosti funkcije. Pravo da to
ucinimo daju nam veoma male promjene neovisnih varijabli u koje su se, u kom-
parativno-statickoj analizi preobrazili parametri. Poveca li se dohodak potroSaca
za jednu veoma malu jedinicu, mijenjaju se koli¢ine dobara koje potrosa¢ kupuje

o . ox)

a —— i
oM oM
potrosaca. Da bismo dobili u¢inak promjene potro$nje nekoga dobra na promje-

. Promjene potroSnje pojedinih dobara mijenjaju blagostanje
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nu korisnosti, moramo pomnoZiti promjenu korisnosti na veoma malu jedinicu
promjene potrosnje dobra s promjenom potrosnje dobra,

'

, =1,2.
ox, oM

Uzmemo li istodobno u obzir da promjena dohotka opéenito utjece na promje-
ne potros$nje svih dobara, zbrajanjem dobivamo veli¢inu je promjene maksimalne
korisnosti na veoma malu jedinicu promjene dohotka

T N T
oM ox, OM ox, oM’
o ooxt o oxy
oM ' oM oM’

v o) oxY!
a ~ ) G ) S
v oy oxf ox)!

v = [p'8M+p28M '

U ovom smo racunu iskoristili ¢injenicu da je dodatna korisnost dodatne
jedinice dobra jednaka dodatnoj korisnosti nov€anog iznosa kojim moZemo kupiti
jedinicu toga dobra:

u,=A"p, i=12.

Prisjetimo li se da nezasitan potrosac trosi ¢itav dohodak, otkrivamo da za
Marshallove funkcije potraznje vrijedi jednakost koja izraZava ravnoteZu izmedu
ukupnih izdataka i ograni¢enog dohotka:

M M
X +px, =M.

Iz te jednakosti promatranjem promjena lijeve i desne strane na malu jedini-
cu promjene dohotka ili totalnih derivacija (Chiang, 2005.) po dohotku proizlazi
da je ukupna promjena izdataka jednaka promjeni dohotka

ox)” N o)
pl aM pZ aM :
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Na osnovi te spoznaje moZemo zavrsiti racun koji daje odgovor na pitanje
kolika je promjena maksimalne korisnosti na veoma malu jedinicu promjene
dohotka i ponovo protumaciti ravnoteZnu vrijednost Lagrangeovog multiplikatora
kao grani¢nu korisnost novca

o AY > 0.

oM
Pozitivan predznak grani¢ne korisnosti novca potvrduje intuiciju da je
potrosacu bolje kada mu se poveca dohodak. Vazno je, medutim, primijetiti da

smo do prethodnoga rezultata mogli dodi i derivacijom Lagrangeove funkcije u
ravnoteZzi:

v oL
OM  OM | i ) '

Taj vazan rezultat vrijedi i izvan okvira teorije ponasanja potroSaca. U litera-
turi je poznat pod nazivom teorem ovojnice (Jehle, 1998.).

Teorem. Pretpostavimo da su u problemu optimizacije

M (@) = max f(x,a)
g(x,a)=0

funkcija cilja i ogranicenje neprekidno diferencijabilni u parametrima
a=(a,...a,). Za svaki a neka je x(a) >> 0 jedinstveno i neprekidno dife-
rencijabilno rjesenje u parametrima. Tada je promjena funkcije maksimalne
vrijednosti na veoma malu jedinicu promjene parametra jednaka promjeni
Lagrangeove funkcije na veoma malu jedinicu promjene toga parametra u
odgovarajucoj kriticnoj tocki,

M@ L
da; " a ’

Tix@ua@)

j=1,...,m.

Primjecujemo da je teorem ovojnice rezultat znacajan za komparativ-
no-staticku analizu koji znatno olakSava racunanje ¢asomi¢nih stopa promjene
funkcije maksimalne vrijednosti. Analiza indirektne funkcije korisnosti otkriva
da se u pozadini toga rac¢una kriju teorem o derivabilnosti kompozicije i potrebni
uvjeti prvoga reda. Nadamo se da su rezultati do kojih smo dosli u modelu maksi-
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mizacije korisnosti uz budZetsko ogranicenje dostatni Citatelju da dokaZe teorem
ovojnice u opéem okviru i da se uvjeri da je teorija ponaSanja potroSaca stvarni
putokaz koji usmjerava nase napore prema izucavanju jos opéenitijih problema od
problema izbora potroSaca.

3. Royov identitet i dualnost

U proslom smo se odjeljku bavili analizom utjecaja promjene dohotka na
blagostanje potrosaca. Na osnovi teorema ovojnice do kojeg smo dosli relativno
velikom lako¢om moZemo ispitati kako na potrosaca utjeu promjene cijena do-
bara. Naime, promjena je maksimalne korisnosti potroSac¢a na veoma malu jedini-
cu promjene cijene dobra jednaka parcijalnoj derivaciji Lagrangeove funkcije po
cijeni toga dobra u odgovarajucoj kriti¢noj tocki:

v dL .
a—:a— R lzl,...,n,
D; Di | o)

ﬁ=_xMx[M <0, i=1l..,n
api

Primje¢ujemo da negativan predznak razlomka & potvrduje intuiciju da
povecanje cijena umanjuje blagostanje potrosaca. Pi

Nadamo se da smo dosadasnjom analizom citatelja dovoljno ohrabrili da
potvrdi prethodne nalaze bez izravnog oslanjanja na teorem ovojnice. Iz izraza
koji proizlaze iz teorema ovojnice i opisuju utjecaje promjena cijena i dohotka na
maksimalnu korisnost

ov

— = AMxM i=1,..,n
api i ’ s by
OV _m
oM ’

izvodimo jo$ jedan vaZan rezultat koji nazivamo Royovim identitetom
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Taj vazan rezultat dualnosti omogucuje da Marshallove funkcije potraznje
izvedemo na drugi nacin, polazeéi od indirektne funkcije korisnosti. U tom
slu¢aju mukotrpno rjeSavanje sustava jednadzbi zamjenjuju lagodnije operacije
deriviranja i dijeljenja.

Da dosadasnja razmatranja ne bi ostala samo mrtvo slovo na papiru, ilustri-
rat ¢emo ih numerickim primjerom. U nadi da ¢emo time konac¢no doprijeti do
Citatelja, podimo od CES funkcije korisnosti

u(x,,x,) =(\/x71+\/2)2.

Rjesavanjem sustava jednadzbi koji proizlazi iz potrebnih uvjeta prvoga reda
maksimizacije korisnosti uz budZetsko ogranicenje

1 1 1
(x,z +x§)xl 2-Ap, =0

1 1 1
(xlz -i—xzz)xz2 -Ap, =0>

M —p,x, = p,x, =0

izvodimo Marshallove funkcije potraznje

M
le(p]’p27M)=p2— )
p(pi+p,)
M
X (pypyo M) =—P
p,(p, +p,)

i indirektnu funkciju korisnosti

V(pwpva):(L'*'LJ}VL
P P

Da stvarno spozna teZinu rezultata ovoga rada, pozivamo Ccitatelja da Mar-
shallove funkcije potraZznje izvede iz indirektne funkcije korisnosti. Na tom se
putu lako moZe uvjeriti koju ulogu u teoriji ponasanja potroSaca imaju teorem
ovojnice i Royov identitet.
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4. Zakljucak

Teorem ovojnice na koji se oslanjamo u komparativno-statickoj analizi u
sebi krije teorem o derivabilnosti kompozicije i potrebne uvjete prvoga reda opti-
mizacije uz ograni¢enja. Optimizaciju smjestamo u kontekst efikasne raspodjele
ograni¢enog dohotka i na induktivan nacin izvodimo rezulate koji opisuju utje-
caj promjena parametara na funkciju maksimalne korisnosti. Teorija ponasanja
potrosaca tako postaje stvarni putokaz koji usmjerava naSe napore prema
izu€avanju jos opcenitijih problema od problema izbora potroSaca. U konkret-
nom se okviru ostvaruju opca tumacenja rezultata koje povezujemo s teorijom
ovojnice i na koje se oslanjamo u izvodenju Marshallovih funkcija potraznje na
drugi nacin. Taj dualni pristup znatno olakSava racunanje u kojem rjesavanje su-
stava jednadZbi zamjenjujemo jednostavnijim operacijama deriviranja i dijeljenja.
Rezultate do kojih smo dosli ilustrirali smo i numerickim primjerom koji sasvim
jasno opisuje ulogu teorema ovojnice u teoriji ponasanja potrosaca.
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THE ENVELOPE THEOREM IN CONSUMER THEORY

Summary

In this paper we consider the constrained optimization in the context of efficient
distribution of income and derive the Marshallian demand functions as well as the indirect
utility function. By observing the properties of the indirect utility function, we derive the
envelope theorem which makes the basis of comparative statics. Within the framework of
the consumer theory, the results are closely related to the envelope theorem and have in-
teresting economic meaning. Furthermore, they make the foundation of the dual approach
which replaces difficult to solve system of equations with easier operations of derivation
and division.

Key words: efficient distribution of income, comparative statics, the envelope theo-
rem, Roy’s identity, duality






