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SazZetak:

U radu su prikazane metode za numericko
rjesavanyje diferencijalnih jednadzbi uz medusobnu
usporedbu rezultata pri izracunu zaleta asinkronog
motora Eulerovom metodom, te metodama Runge-
Kutta i Kutta-Merson. Temeljem prikazanih rezultata
ucinfen je odabir optimalne metode.

Kljucéne rijeci: numericke metode rjesavanja
diferencijalnih jednadzbi, Eulerova metoda, metode
Runge-Kutta i Kutta-Merson fiksnog i varijabilnog
koraka, asinkroni motor.

Abstract:

The paper has dealt with the methods for numerical
solution of differential equations with reciprocal
comparison of the results on the calculation of the
running jump of the asynchronous motor by Euler
method. On the basis of the results surveyed, the
selection of the optimal method has been done.

Key words: numerical methods of solving differen-
tial equations, Eulerov method, methods of Runge-
Kutt and Kutt-Merson fixed and variable step, asyn-
chronous motor.

1. Uvod

Introduction

U izboru metoda za numeri¢ko rjeSavanje
diferencijalnih jednadzbi koje se javljaju kod nekih
problema u tehnici treba obratiti pozornost na prednosti
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burdened synchronous generator

i nedostatke pojedinih metoda. Na primjeru simulacije
zaleta asinkronog motora na neopterecéeni sinkroni gen-
erator prikazat ¢e se prednosti i nedostaci nekih od
metoda rjeSavanja diferencijalnih jednadzbi numeri¢kim
putem. Izbor metode ovisit ¢e o nizu faktora kao Sto su:
brzina izracuna, veli¢ini greske i o samoj funkciji. Neke
metode mogu zadovoljiti u vecini primjera, dok druge
imaju nedostatke i ne preporucuju se za rjeSavanje
pojedinih problema. Da bi se napravio pravilan izbor,
nuzno je poznavati samu funkciju i njezino ponasanje u
promatranom intervalu. Tako ¢e se pri nabavi
simulacijskih programa uvazavati oni faktori koji ¢e
osigurati pravi izbor, smatrajuci da je jednostavnije
izabrati ponudene programe na trziStu nego izraditi
algoritam za rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi
numerickim putem.

2. Numericke metode rjeSavanja
diferencijalnih jednadzbi
Numerical methods of solving
differential equations

Cesto se problemi koji se javljaju u tehnici svode na
rieSavanje diferencijalnih jednadZzbi prvog reda oblika
X =fi{x t)uz pocetne uvjete x(t )=xili sustav diferencijalnih
jednadzbi x =f(t x, x,..., x)s poCetnim uvjetima
x,(t,)=x, a rjeSenja se iznalaze numerickim putem u
vidu aproksimacija

X, :x(tk):x(t() il h) pdiede ~k=12:ua &
korak primijenjene metode.

Radi jednostavnosti redovito se promatra jednolika
podjelal; =, + k ‘% pri éemu se uzima da je funkcija
fdefinirana na pravokutniku

| #2,] <a | xx,|<b.

gdje su ai b stranice pravokutnika.

Da se dobije x, u tocki =t +h koriste se 7,i x, a

zatim se x,i Z, koriste da se odredi x, u tocki t,=t +2h,
itd.
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Za dobiti aproksimacije uzima se Taylorov red funkcije:

x(tk+h)=x(tk)+h~x'(tk)+%~x"(tk)+fl3—'--xm(tk)+.... (2.1)

Poznavajuci funkciju xi njenu derivaciju u tocki £ moze
se izraCunati vrijednost u tocki =, +h. Najjednostavnije
aproksimacije od x{(z , ,)dobiju se upotrebom samo prva
dva ¢lana Taylorovog reda i u njemu se vrijednost funkcije
X(t) zamijeni s aproksimacijom x,.

Numeri¢ke metode rjeSavanja diferencijalnih jednadzbi
prema vrsti koraka dijele se na:

* metode fiksnog koraka;
* metode varijabilnog koraka.

Za metodu fiksnog koraka korak A je unaprijed odreden
i ne mijenja se tijekom izracunavanja. Za metodu
varijabilnog koraka, korak Amijenja se tijekom postupka
ovisno o naravi funkcije i lokalnoj pogresci tako da se
ispravlja na manji iznos ako je lokalna pogreska veca
od dopustene.

Prema broju koraka metode se dijele na jednokoracne
i viSekoracne. U jednokoracne metode ubraja se Eulerova
metoda.

Polazeci od x,=x(t,)i uzevsi prva dva ¢lana Taylorova
reda dobije se

X =X, +h- f(t(nxo)

X, =% +h- f(tl:xl)
: (2.2))

Xy =%, +h- f(t/ka)

Eulerova metoda je vrlo jednostavna, a greska pri
njezinoj primjeni proporcionalna je A% Tako korak A
mora biti dosta mali da se poveca to¢nost. Metoda je
dosta brza i njenom primjenom skracuje se vrijeme
trajanja izracuna vrijednosti funkcije. Takoder, ona moze
posluziti kao osnova za razumijevanje slozenijih
metoda.

Bolja aproksimacija s pomocu Taylorova reda zahtijeva
izraCunavanje derivacija viSeg reda $to je u vedini
primjera slozeno. Zato je dopusteno uzeti
aproksimaciju s pomoéu prva dva ¢lana Taylorova reda
funkcije £ Prema (2.2.) opéenito vrijedi:

Xpy =%, +h- f(tkaxk)

Geometrijski gledano u tocki 7 uzeta je aproksimacija
x, 1 gradijent smjera f(z,x ) odredenog diferencijalnom
jednadzbom x "=f{t.x) kao aproksimacija derivacije
x "=f{t,x(t,)) $to postavlja pitanje izbora neke druge
aproksimacije od #t,x(t )i vodi ka opéem algoritmu

=X +th CID(tk,xk,h) (2.3
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gdje je @(tk,xyh) neka odabrana aproksimacija
derivacije ft x(t)).

Tako za:

$=ak,+bk, k=flt,x) i k,=f(t +ph, x +qhf) (2.4.)

razvijanjem k, u Taylorov red u okolini tocke p=0, g=0

i zamjenom u x, . te izjednaCavanjem koeficijenata

originalne funkcije i aproksimacije dobiju se jednadzbe:

a+rb=1, =
2

x
2

pa slijedi da je:

1

gdje je b po volji odabran.

1
Za b= 5 dobije se

h
Xiew1 =% +5[f (’k:xk)+ f(tk+l’xl"+l )] (2.5)

odnosno poboljSana Eulerova metoda ili Heunova
metoda.

Za b=1 dobije se modificirana Eulerova metoda:

h h
Xpn =X, +h- f(lk +57xk +5 f(t/uxk)j (2.6.)

Ako se uzme d)(t/(xyh)=ak7+bk2+ck3, slicno kao za
metodu drugog reda, dobiju se metode Runge-Kutta
tre¢eg reda:

Xpw1 = Xy +§(k] +4k2 +k3)
ko= f({t.x,)

1 1
e +5h,xk +5th) (2.7)

ky = f(t, +h,x, +2hk, - hk,)

Za (I)=ak7+bk2+ck3+dk4 Kuttin izbor koeficijenata
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dobije se metoda Runge-Kutta &etvrtog reda

MG +§(kl +2k, +2k;, + k)
k= f(t.x%)

@:/m+%hn+MJ
5 1 (2.8.)
k3 = f(lz +E,Xk +5‘th)

k,= f(t, +h,x, +hk,)

Razli¢itim izborom koeficijenata u jednadZbama (2.7.)
i (2.8) za @ moze se napraviti beskonac¢no mnogo
algoritama drugog, treceg, etvrtog, petog...., n-tog reda.
Jedan takav izbor koeficijenata uz improvizaciju gornje
metode vodi do Kutta-Merson metode fiksnog koraka

ks + 4k, + k,

s
6

gdje je:
klzf(tknxk)

h k
kzzhj(tk+§,xk+?‘)

h k,+k
k,=hf@t +—x +2—1
s =h (1 3 X =

h 3 E K

= = 1
k,=ht(t+ 3 i3 i B ) hY

v s a3+
2
k= hf (¢, + h,x)

Ta metoda daje bolje rezultate nego metoda Runge-
Kutta Cetvrtog reda, a ne usporava previse izraéun
vrijednosti funkcije.

Metoda Kutta-Merson varijabilnog koraka koristi
lokalnu pogreSku za procjenu koraka i njegovu
prilagodbu. Koristi iste jednadzZbe kao i u fiksnoj metodi
Kutta-Merson s dodatkom izradunavanja lokalne
pogreske

= X = Xin
5

€

ako je ona veca od dozvoljene, korak se smanjuje i

ponovo izracunavaju koeficijenti dok se ne dobiju
prihvatljivi rezultati.

Izbor metode ovisi o prirodi funkcije brzini izra¢una
vrijednosti funkcije, te dopustenoj relativnoj i apsolutnoj
toleranciji lokalne i globalne pogreske.

Tako se moze koristiti Eulerova metoda ili koja od
njenih modifikacija za linearne funkcije. Dosta je brza,
ali ne postize veliku to¢nost pa se ne preporuéa za
nelinearne veze.

Metoda Runge-Kutta &etvrtog reda postize
zadovoljavajuce rezultate u veéini problema. Dosta je
brza iima zadovoljavajuéu to¢nost za nelinearne funkcije
koje nisu nestabilne.

Fiksna metoda Kutta-Merson postize jo§ bolje
rezultate u nelinearnim funkcijama uz malo usporeniji
rad od metode Runge-Kutta Getvrtog reda.

Varijabilna metoda Kutta-Merson je najprihvatljivija
metoda za mnoge funkcije pogotovo ako imaju razliéite
prirode ponasSanja duz intervala integriranja.

Pogreske koje metode &ine mogu se procijeniti
metodama pokusaja i pogreSaka tako da se odredi

vrijednost uz neki korak A, a zatim uz korak E . Ako su

razlike x,_po jednom i drugom koraku priblizno jednake,
rezultat se prihvaca. Kad su razlike manje od dopustenih
koriste se dobivene vrijednosti, ako pak nisu
zadovoljavajuce nastavlja se smanjivati korak dok se to
ne postigne.

Za primjenu metoda s varijabilnim korakom algoritam
osigurava smanjenje koraka i odreduje njegovu veliginu
prema potrebi koriste¢i zadane parametre za pogresku.
Svaki problem bi trebalo rijesiti bar s dvije metode i
usporediti rezultate da se napravi pravilan izbor metode
te izvrSiti provjeru na matemati¢kom modelu u nekom
od programa za simulaciju.

Usporedba rezultata izraGuna
primjenom razli¢itih metoda

The comparation of the results of the
calculation by the application of different
methods

Provjera numerickih metoda za rje$avanje
diferencijalnih jednadzbi udinjena je na primjeru
elektroagregata u radu na vlastitoj mrezi. Postavljen je
cjelovit matematicki model koji obuhvaca sinkroni gen-
erator pogonjen dizelskim motorom i neregulirani
asinkroni motor. Asinkroni motor spaja se na
neoptereceni sinkroni generator.

Elektricni stroj predstavlja fizikalni sustav kojiiman+7
varijabli, od kojih su nelektri¢ne (struje ili ulan&eni tokovi)
i jedna mehanicka varijabla (kut zakreta rotora). Da bi
se opisalo vladanje elektricnog stroja, treba postaviti
sustav od n+7diferencijalnih jednadzbi, koje se zasnivaju
na osnovnim fizikalnim zakonima.

Koriste¢i podatke dane u [4], a na temelju drugog
Kirchoffovog zakona moze se za n namota stroja
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postaviti 7 naponskih jednadzbi koje se mogu napisati Sustav (3.8) predstavlja opéi matematicki model

u matriénom obliku: elektriénog stroja u kojima su nezavisne varijable struje
§ 7) i kut zakreta rotora (ym). Op¢i model
elektricnog stroja je nelinearan: nelinearnost je oblika

[u]z[‘?][l]+d—[V] (3.1) umnoska va_rijabli koja se javlja na vise rr_wjes.ta. U
dt naponskim jednad’bama sustava (3.8) javlja se

umnoZak kutne brzine rotora ((*)m = dym/dt) i struja, au
jednadzbi gibanja umnozak struja. Osim toga induktivitet
je funkcija kuta Y., Pa se u svim jednadzbama javlja
umnozak struja, odnosno ulan&enih tokova, s
R = dijag [R1 o Rn] (3.2) odgovaraju¢om funkcijom kutay

Primjenom odgovarajudéih transformacija varijabli,

a ui Y predstavljaju stupdane matrice (vektore) varijabli diferencija_nlne jednadzbe s periogiiénim lfo'e_zfici!'entima
koje u transponiranom obliku glase: prelaze u jednadzbe s konstantnim koeficijentima.

gdje je: R- dijagonalna matrica otpora:

Sustav naponskih jednadzbi faznih namota statora
sinkronoga generatora u transformiranim rotirajuéim dq

[u]r =l§.l1 u, .. u,,] (3.3) koordinatama mogu se napisati u obliku:
[Tk .. 1] (3.4)
e L
Ey]r:[‘ljll"jZ'”Wn (35) —Ud :f-[d+ dtd _m.\‘lq
. — Sz ot acickaralng e (3.9.)
Veza izmedu ulan&enih tokova i struja moZe se izraziti = uq =r. /q +— + 0 Yy
s pomocu matrice induktiviteta:
- d
; U1:r1"1+—w1
b Hzoo}i] (36) o
B - Qug
Matrica L(x)ima dimenziju 1 x n, a njezini &lanovi =ip > legt ot
L/.k xX)(/j=1,2 ..n k= -2 .. n predstavljaju dy
samoinduktivitete (/~4), odnosno meduinduktivitete O=rq- iq + g
(/= k) pojedinih strujnih krugova. Matrica je simetriéna dt
s obzirom na glavnu dijagonalu. Mehanic¢ka je varijabla
X.

y Model asinkronog stroja u abc kordinatama sadrsj
Clanovi matrice induktiviteta su funkcije kuta Y KOii  sustav diferencijalnih jednadzbi s vremenski
odreduje trenutaéni poloZaj rotora prema statoru, pase  promjenljivim koeficijentima. Primjenom transformacija
matrica induktiviteta moze promatrati kao slozena koordinata dobije se matemati¢ki model u dg

funkcija vremena: koordinatama koji &ini sustav diferencijalnih jednadzbi
s konstantnim koeficijentima, a sadri dvije statorske i
dvije rotorske naponske jednadzbe:
[LHz6,, )] (3.7)
== == : = _R‘- dWcM
Kad su struje /4w . 10 kut ym nezavisne varijable Ugy = 11 g4+ —OY 4y (3.10.)
onda treba ukloniti ulan&ene tokove iz (3.1); odnosno
primjenom drugog Newtonova zakona na mehani&ki el e ay A s
sustav u vrtnji dobije se: 94— Ts'qd Vi
: d
0 :RrIDA‘f‘ WDA —(CO—O‘)A)'WQA (311)

QI T N 11

2
M=t gy dily
dr 2 dym JednadZba gibanja rotora asinkronog motora s radnim
mehanizmom je:
gdje se vanjski zakretni moment odabire kao pozitivan
i djeluje u smjeru pozitivhog zakreta rotora (generatorski ds
pogon). Jje ukupni moment tromosti dijelova u vrtniji. TmA == (3129

dt
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u kojoj je elektromagnetski moment :

Lm

T —— . —\ -\
3 deol Q’DA Yaga —Voa VdA] (3.13))

Mejm 3

Sustav jednadzbi kompletira se jednadZbom gibanja
agregata, jednadzbama regulacije naponai regulacijom
brzine vrtnje. Detaljni opis kompletnog sustava jednadzbi
i verifikacija modela dan je u [4].

Vrtnja rotora asinkronog motora s radnim
mehanizmom, opisanog jednadzbom (3.12), promatra
se pri zaletu neoptere¢enog (m, =0) i optere¢enog
asinkronog motora (m_z= 0). Motor se ukljuuje na
sinkroni generator u praznom hodu. U trenutku
uklju€ivanja na mreZzu, rotor miruje (s=1).

Pocetni uvjeti u numerickom izracunu za sinkroni gen-
erator u praznom hodu su:

o |(Mmr u Ug Ug i id iq U i[
i 10 1 0 |-1 0 |0 0 =0

dok za asinkroni motor oni iznose:
a) neoptereceni asinkroni motor:

b) optereceni asinkroni motor:

Wam [My JU Ug Ug 14 m Tya s
1 0 |1 0 -1 0 0 0 1

Numeri€ki izra€un je u€injen primjenom Eulerove metode,
metode Runge-Kutte Cetvrtog reda s fiksnim korakom i
metode Kutta-Merson s promjenjivim korakom integracije.
Dobiveni rezultati prikazani su na slikama 1i 2.

Na slici 1a) prikazana je usporedba rezultata izraduna
zaleta neoptere¢enog asinkronog motora Eulerovom
metodom i metodom Kutta-Merson s promjenjivim
korakom integracije, dok je na slici 1b) prikazana
usporedba rezultata izracuna metodom Runge-Kutta
Cetvrtog reda i metodom Kutta-Merson. Iz dobivenih
rezultata moze se zakljuCiti da se primjenom Eulerove
metode skracuje vrijeme trajanja izracuna ali je odstupanje
vece, nego pri primjeni metode Runge-Kutta Eetvrtog reda
ili Kutta-Merson.

Na slici 2a) prikazana je usporedba rezultata izraduna
zaleta opterec¢enog asinkronog motora Eulerovom
metodom i metodom Kutta-Merson s promjenjivim
korakom integracije, dok je na slici 2b) prikazana
usporedba rezultata izratuna metodom Runge-Kutta
Cetvrtog reda i metodom Kutta-Merson. Iz dobivenih

® m, Uy Hyq Uyy ] lda 144 S, = —
OAM O’A = . 0” : ()H : rezultata moze se zakljugiti da metoda Runge-Kutta
Cetvrtog reda je brza i postize rezultate kojima se
a) b)
1 1 e
g / =
08 / 08
06 06 /
. e
-
04 04
I Euler L— Yutte Merson
Kutte Merson Runge-Kutte 4 rede
0.2 r 02
/\/" 32
: 0 20 40 B0 80 100 120 L 0 20 40 B0 80 100 120
t, rad t, rad
0.28 / 0.28
0.24 0.24
02 02
@y / @p e
0.16 016
J e
0.12 /\ 012 /
0.08 T T 0.08 B f Yutte Mersan '—
| Kutte M:rg:t_ Runge-Futte 4 reds
0.04 / UCM/
D1U 15 20 25 30 B 40 45 010 15 20 25 30 3h 40 45
[ t rad trad

Slikal. Usporedba rezultata izraGuna zaleta neoptereéenog asinkronog motora primjenom metoda:
a) Euler, Kutta-Merson, b) Runge-Kutta &etvrtog reda i Kutta-Merson

Fig.1. The comparison of the results of the calculation of the running jump of unburdened
asynchronous motor by the application of the methods:
a) Euler. Kutt-Merson, b) Runge-Kutt of the fourth order and Kutt-Merson
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priblizava metodi Kutta-Merson. Izbor metode ovisi o
prirodi funkcije, brzini izracuna vrijednosti funkcije, te
dopustenoj relativnoj i apsolutnoj toleranciji lokalne i
globalne pogreske. Metoda Kutta-Merson varijabilnog
koraka koristi lokalnu pogresku za procjenu koraka i
njegovu prilagodbu, pa je najprihvatljivija metoda za
funkcije koje imaju razlicite prirode ponasanja duz
intervala integriranja. Promjenjiv korak optimizira
postupak integracije tako da ga ubrza ne povecéavajudi
pogresku.

njegovu prilagodbu, stoga je najprihvatljivija metoda za
funkcije koje imaju razlicite prirode pona3anja duz
intervala integriranja. Promjenjiv korak optimizira
postupak integracije tako da ga ubrza ne povecéavajudi
pogresku, te se ta metoda preporuca za funkcije razligite
prirode ponaSanja duz promatranog intervala. Kad je
funkcija stabilnog ponasanja, zadovoljavajuée rezultate
dajui metode Runge-Kutta ¢etvrtog reda i metoda Kutta-
Merson fiksnog koraka.

a) b)
1 —
[ AT O ]
1 T ¥utte-Meraon ),:’
1 r———— — 3 e Qunge -Kutts 4 rede Y
- e Kutte-Merson 4 reds ;
g’ Euler / 08
08 /
/
7
,; 06
08 /
#
04 = -
04 / /
/ /
& f\/\/‘/-' P 7
o
S "’v’l vy [ j“z A% W
0 o 5
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
1, rad t, rad
0.4 | I 04 7
L Kutts-Merson 4 reds ———  [Futts-Hersod |
Euler —————  Bunge-tutts t
03 / 03
mA /_/ =
02 W — 02
,\Jf\/ﬂ 3
01 = a1 ’
\/ <
0.04 | ‘ 0,04
a0 50 50 70 80 30 100 110 L2 & e i & <L 1 il
o Liad

Slika 2. Usporedba rezultata izraGuna zaleta optereéenog asinkronog motora primjenom metoda:
a) Euler, Kutta-Merson, b) Runge-Kuta &etvrtog reda i Kutta-Merson
Fig.2. The comparison of the results of the calculation of the running jump of burdened asynchronous motor by
the application of the methods:
a) Euler, Kutt-Merson, b) Runge-Kutt of the fourth order and Kutt-Merson

4. Zakljuéak

Conclusion

Na primjeru simulacije zaleta asinkronog motora na
neoptereceni sinkroni generator, moguce je pokazati
prednosti i nedostatke nekih od metoda rjeSavanja
diferencijalnih jednadZzbi numeri¢kim putem. Izbor
metode ovisit ¢e o nizu faktora kao $to su: brzina
izraCuna, veli€ina pogreske kao i o samoj funkciji. Iz
dobivenih rezultata moze se zakljuciti da se primjenom
Eulerove metode skracéuje vrijeme trajanja izraduna, ali
je odstupanje vec¢e nego pri primjeni metode Runge-
Kutta Cetvrtog reda i metode Kutta-Merson fiksnog
koraka. Tamo gdje se trazi vec¢a preciznost ne preporuca
se Eulerova metoda. Metoda Kutta-Merson varijabilnog
koraka koristi lokalnu pogreSku za procjenu koraka i
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