v  JEDAN POUCAK O PARALELOGRAMU I NJEGOVA PRIMJENA
Sefket Arslanagi¢, Sarajevo

Uéenici osmih razreda znaju da primjenom Pitagorina poucka mogu
izracunati duljinu d dijagonale pravokutnika (ako znaju duljine nje-
govih stranica a i b), tj. da te veli¢ine povezuje izraz d* = a*> + b*. U paralelo-
gramu sa stranicama duljine a i b i dijagonalama duljine d, i d, vrijedi nesto
slozenija veza. Dokazat ¢emo jedan poucak o paralelogramu koji glasi:

[Vlatka 26 (2017./2018.) br. 104

U svakom je paralelogramu zbroj kvadrata duljina dijagonala jednak
dvostrukom zbroju kvadrata duljina njegovih stranica.

Dokaz: Neka je Ccetverokut ABCD paralelogram, pri cemu je

|AB|=|CD| =4, |BC|=|AD|=b, |AC|=d,,|BD|=d, (Slika L.).
D a C
d, d,
b
14 b v
- [l
Am G B m E  Slika 1.

Neka su tocke E i F nozista okomica iz vrhova C i D paralelograma ABCD
na njegovu stranicu AB i neka je |CE| :|DF| =v, te |BE| :|AF| =m . Na te-
melju Pitagorina poucka primijenjenog na trokute AACE, AADF = ABCE i
ABDF imamo redom:

d’=(a+m)+h

W =b-m
d;=(a-m)+h,

a odavde je:
dl=(a+m)+b-m

d;=(a-m)+b-m’

odnosno
d12 =a’>+ b+ 2am,

d}=a>+b-2am.
Nakon zbrajanja ovih jednakosti dobivamo:

d; +d; =2(a’ +0°), (1)
$to je trebalo dokazati.
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Koriste¢i jednakost (1), izvest ¢emo izraze za duljine teziSnica' t,t, it
trokuta AABC, ¢ije su duljine stranicaa, bic.

Neka je |AM | =t duljina teZi$nice nacrtane iz vrha A na stranicu BC
trokuta AABC . Produljimo tezi$nicu iz vrha A preko tocke M tako da bude
|MD|=t, (Slika 2.).

D

[(Mlatka 26 (2017./2018.) br. 104

i ¢ B Slika 2.
Cetverokut ABCD je paralelogram (zasto?). Na temelju (1) sada imamo:
(2t, )2 +a’ = 2(192 + cz) s 4.
42 =2b° +2¢* —a’,
a odavde
t2 =i(2b2 +2¢” —a’) )
ili

a

1
t :E 20> +2¢° —a’ .

Na slican nacin analogno dobivamo:

t, zi(ZaZ +2¢° —bz), 3)

t? =i(2a2 +2b° —cz), (4)

odnosno

1
t, =—~2a’ +2¢* - b*,
2
1 2 2 2
tfzg\/Za +2b —C .

Posljedica 1. Nakon zbrajanja jednakosti (2), (3) i (4) dobivamo jednakost:

3
tj+t§+tf=z(az+b2+c2), )

'Tezi$nica trokuta je duZzina koja spaja vrh trokuta i poloviste tome vrhu nasuprotne stranice.
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odnosno
2 2 2 4 2 2 2
@b =— (8t + ). (6)
3
Nadalje, dokazat ¢emo jo$ neke nejednakosti u vezi s duljinama stranica i
tezi$nica trokuta:
Nejednakost 1. Dokazimo da u trokutu AABC vrijedi nejednakost:
24t 1225, (7)

a+b+c

[Vlatka 26 (2017./2018.) br. 104

pri ¢emu je s poluopseg trokuta AABC, tj. s=

Dokaz: Koriste¢i izraze (2), (3) i (4) odnosno (5) slijedi da je dana nejednakost
ekvivalentna s nejednakostima:

(a b 2) (a+b+cj

<:>3(a +b° +c2) a+b+c

c>3(a +b2+cz)>a +b* +c* +2ab+2bc+2ca

< 2a” +2b* +2¢* —2ab—2bc—2ca >0
<::>(a—b)2 +(b—c)2 +(c—a)2 >0,

§to je to¢no. Ovime je nejednakost (7) dokazana. Jednakost vrijedi ako i samo
ako je a = b = ¢ (tj. za jednakostrani¢ni trokut).

Nejednakost 2. Dokazimo da u trokutu AABC vrijedi nejednakost:

3
ta+tb+tcg?/a2+b2+c2. (8)

Dokaz: Nakon kvadriranja nejednakosti (8) ekvivalentna je s nejedankos¢u
2 9
(t,+1t,+1,) sz(a2 +b 4+,

odnosno zbog jednakosti (6)

(t,+t,+t) S%%(ti + +t7)

(b, +t,+t.) <3(82+1; +12)
Sty 2, + 2+ 2L, SS(tj +t, +tf)
2142t +2t7 =2t 8, =21t =261, >0
o (t,—t,) +(t,—t.) +(t.-t,) >0,
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§to je to¢no. Ovime je nejednakost (8) dokazana. Jednakost vrijedi ako i samo
akoje t, =t, =t_ (tj. za jednakostrani¢ni trokut).
Nejednakost 3. Treba dokazati da u trokutu AABC vrijedi nejednakost
2 2 2
t, o+ b +c ’ 9)

v, 4P\/§

gdje je v, visina trokuta iz vrha A, a P je njegova povrsina.

Dokaz: Imamo da je iz (2):

1 2P
t, =5\/2b2 +2¢ —a’ tev, =—.

a

<
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Dana nejednakost (9) ekvivalentna je s nejedankos¢u

20> +2¢° —a’
b C a <a2+b2+62

2pP Y:NE
a

2 2 2
S aV2b* +2¢7—a* < M/Z
NE)

2

(a2 +b +c2)
3

& 6a’b’ +6a’c’ —3a* <a' +b* +c* +2a°b* +2b° +2c¢%a°
b+t +4at +20°C —4a’b* —4c*a’ >0

<:>(b2+c2—2a2)20,

oal (sz +2¢° —aZ)S

$to je tocno. Ovime je nejednakost (9) dokazana. Vrijedi jednakost ako i samo
ako je a =b=c (j. za jednakostranicni trokut).

Preporucujemo citaocima ovoga ¢lanka da pokusaju dokazati sljede¢u ne-
jednakost za trokut AABC:

b
gdje je s poluopseg trokuta AABC, tj. s = Tﬂ , P je njegova povrsina, a R

i r su polumjeri opisane i upisane kruznice toga trokuta. Pri dokazivanju cete

trebati sljedece izraze:
r= g, R= Z—l;c iP= \/s(s —a)(s—b)(s—c) (Heronova formula).
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