METODA VEZICA
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ozdrav, mladi matematicari! U ovom ¢emo vam c¢lanku otkriti zani-

mljivu metodu zvanu .metoda vezica” kojom cete s lako¢om moci
izracunati povrsine vrlo kompliciranih nepravilnih mnogokuta. Ra¢unanje
povrsine nepravilnog mnogokuta moze biti dugotrajno jer mnogokut treba
dijeliti na vise trokuta, racunati njihovu povrsinu i zbrajati - $to moze dove-
sti i do eventualnih pogresaka u prilicno dugom rac¢unu. Na srecu, od Carla
Friedricha Gaussa naucili smo $to je i kako se koristi «gaussova formula” ili
«metoda vezica” Metoda se naziva po njemu, iako on nije njezin izumitelj jer
ju je spominjao u svojim radovima i time je predstavio svijetu. Ova je metoda
jednostavna i brza za koristenje pa smo sigurni kako ¢e vam biti od pomod¢i.
Moze se primijeniti za racunanje povrsine mnogokuta ako iz svakog njegova
vrha izlaze to¢no dvije stranice, odnosno ako je zatvoren i nema presjecanja.
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Prije nego $to vam pokazemo kako ona funkcionira, voljeli bismo da se
sami iskudate u racunanju povrsina nekih mnogokuta unutar koordinatnog

sustava kako biste shvatili da vam ta formula zapravo i nije toliko strana.

c
Zadatak 1. Izracunajte povr$inu trokuta

AABC nacrtanog u pravokutnom koordinat-

nom sustavu. at
Rjesenje. Za pocetak odredimo koordi- 2t
nate vrhova trokuta AABC. Znamo da povr-
$§inu trokuta racunamo tako da pomnozimo A R

duljinu stranice s duljinom odgovarajuce visine te umnozak podijelimo s dva,
a ako je trokut pravokutan, onda samo pomnozimo duljine kateta te njihov
umnozak podijelimo s dva. Izra¢unajte povrsinu zadanog trokuta sa slike.

c

Ako vam je potrebna mala pomo¢ pogledajte sliku na rubu. Nado-
61 damo li duzine koje tvore pravokutnik oko toga trokuta, vidite da se taj
| pravokutnik sastoji od tri pravokutna trokuta, jednog pravokutnika i
zadanog trokuta. Vjerojatno vam je sada prili¢no jasno $to dalje trebate
2 Ciniti kako biste izra¢unali povrsinu zadanog trokuta pa ju i izracunajte.
F

Zadatak 2. Izracunajte povrsinu trokuta
ADEF nacrtanog u pravokutnom koordinat-
nom sustavu.

‘A =1 1 £ | | | 1o

Rjesenje. Slijedite korake koje smo radili u pret-
hodnom zadatku, a ako vam treba pomo¢, pogledajte
sliku na rubu.
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Obje povrsine racunali smo na isti nacin; najprije smo izracu- i
nali povrsinu velikog pravokutnika i od nje oduzeli zbrojene povr-
$§ine u prvom primjeru Zutih, a u drugom primjeru crvenih pravo-
kutnih trokuta i pravokutnika. Vjerujemo da ste u prvom primjeru
dobili povrsinu 19, a u drugom 25.5.

Sljede¢i nacin ra¢unanja povrsine mnogokuta je metoda vezi- E
ca inju ¢emo vam detaljno objasniti na primjeru drugog trokuta.

Metoda vezica
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Prvi korak u ra¢unanju povrsine metodom vezica je odredivanje koordi-
nata vrhova mnogokuta. Odaberemo bilo koji vrh mnogokuta i zapiSemo nje-
gove koordinate jednu pokraj druge. Zatim se pomicemo suprotno od kazaljke
na satu ispisujuci redom koordinate svakog vrha ispod koordinata prethodnog
vrha. Kada zapi$emo sve koordinate, na kraju ponovno zapisujemo koordinate
prvog vrha koje smo zapisali. Time x i y koordinate formiraju dva stupca cije
elemente spajamo kao vezice tenisica (x koordinate povezujemo s y koordina-
tom sljedece tocke i y koordinate s x koordinatom sljedece tocke). Brojeve na
krajevima linija koje su, ako gledamo s lijeva na desno, usmjerene prema dolje
mnozimo i zapisujemo jedne ispod drugih u pozitivan stupac, a brojeve na
krajevima linija koje su, ako gledamo s lijeva na desno, usmjerene prema gore
mnozimo i zapisujemo jedne ispod drugih u negativan stupac, $to znaci da ih
mnozimo brojem (-1). Sljedeci korak je da brojeve iz oba stupca zbrojimo i
podijelimo s dva.

Primjer 1. Primijenimo opisanu metodu za ra¢unanje povrsine trokuta
ADEF.

Rjesenje: Koordinate vrhova trokuta su E(5, -1), F(2, 8) i D(-2, 3). Zapi-
$imo ih jedne ispod drugih kao $to je opisano.

5 -1 + -
2>< 8 40 -(-2)

-2§é 3 6 -(-16)
5 -1 2 -15

_40+6+2+2+16-15
2

p =255

E

Dokaz metode vezica

Metodom vezica mozemo izrac¢unati i povrsinu trokuta iz prvog zadatka.
Sada kada znate kako se ra¢una povr$ina pomoc¢u metode vezica, izracunajte
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v ¥
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v
= povrsinu prvog trokuta pomocu metode vezica i provjerite jeste li dobili jed-
% nak rezultat kao i prvi put kada ste pravokutnik razdvajali na dijelove i odu-
8 zimali pravokutne trokute i manji pravokutnik. Rezultat koji ¢ete dobiti isti je
~
~ onom iz prvog zadatka, ali zasto je tako?
S
Q Krenimo od trokuta AEG kojemu je vrh A F
S u ishodistu. Docrtajte jos jedan trokut, sukladan
< . . . .y .
.:_{; tom trokutu, tako da im je zajednicka stranica G D C
S EG i tako da ta dva trokuta tvore paralelogram
AEFG. Zatim nacrtajte pravokutnik ABCD ko- E(x, )
jemu je vrh A u ishodistu, stranica AB je na osi
apscisa, stranica BC sadrzi tocku E, a stranica o) .
CD tocku G. Slika ¢e izgledati ovako: '
Koordinate tocke G zapravo su duljine kateta trokuta AGD, a koordinate
tocke E su duljine kateta trokuta ABE.
F
D w F D w G C
z y z E
D w G C
X B’
E A x B
z
y Translatirajmo trokute AABE i AADG tako da se slike vrhova E i G po-
klapaju u tocki F (Slika na rubu).
A X

Kolika je povrsina pravokutnika ABCD na slici? 1z slike mozemo zakljuci-
ti da je povrsina pravokutnika ABCD jednaka zbroju povrsina paralelograma
AEFG imalog pravokutnika CB’FD’.

A x B A C B

Iz toga proizlazi da je povrsina paralelograma jednaka razlici povrsine ve-
likog i malog pravokutnika.
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To mozemo i drugacije zapisati.

x_,y
P: _ =
Xz - yw >< .

Zavrsni je korak pomnoziti rezultat brojem 5 jer smo racunali povrsinu
paralelograma, a trokut ¢iju povrsinu trazimo njegova je polovina.
Prisjetimo se sada metode vezica. Odredimo povrsinu trokuta AAEG. Ko-

ordinate vrhova su A(0, 0), E(x, ¥), G(w, z) Primijenimo metodu vezica:
0 0

X

ny 0 y+xz+w-0-0-x—yw—w-0 xz—yw
P 2 2

>

w ,z

X

0 0

bas kao §to smo pokazali prethodnim izvodom. Uocite da smo vrhove zapisali
pomi¢uéi se od prvog vrha u smjeru obrnutom od kazaljke na satu. Sto bismo
dobili ako bismo vrhove zapisivali u smjeru kazaljke na satu?

Alj, $to ako trokut ima sve vrhove izvan ishodista?

Ako ste vidjeli nac¢in funkcioniranja metode vezica, znate da se metodom
vezica iz ishodista izvlace trokuti te se racunaju povrsine tih manjih trokuta
i zbrajaju. Ako mnogokut ima jedan vrh u ishodi$tu, problema nema, a ako
mnogokut nema vrh u ishodistu, kao u drugom primjeru, tada takoder nema
problema jer se metoda vezica sama pobrine za povr$ine koje se trebaju zbra-
jati i oduzimati. Ako nacrtamo polupravac od ishodista do prvog vrha koji
uzimamo i rotiramo ga do sljedece tocke, tada se taj pravac rotira u pozitivnom
smjeru. Pozitivan smjer u matematici suprotno je od kazaljke na satu. Dok to
ponavljamo od vrha do vrha, pravac se cijelo vrijeme krece u pozitivnom smje-
ru. Kada dodemo do zadnjeg vrha, ponovno uzimamo prvi i u tom se slucaju
pravac rotira s lijeve strane prema desnoj, odnosno u smjeru kazaljke na satu.
Taj smjer je negativan smjer i povrsinu trokuta koji se sastoji od ishodista,
prve odabrane tocke i zadnje odabrane tocke se treba oduzeti kako bi se dobila
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povrsina mnogokuta. Ra¢unamo li povrsinu metodom vezica, povrsina toga

trokuta oduzet ¢e se zbog negativnog smjera.

F

Primjer 2. Pomocu metode vezica izra¢unajmo povrsinu zadanog lika na-
crtanog u pravokutnom koordinatnom sustavu.

Zbrojimo li dobivene umnoske i re-
zultat podijelimo brojem 2, dobit ¢emo
da je povrsina lika jednaka 66.

Zadatak: Izracunajte povrsinu za-
danoga lika sa slike pomo¢u metode ve-
zica. Pokusajte sami ili uz pomo¢ vasih
profesora odgonetnuti zasto metoda ve-
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zica funkcionira i u ovom slucaju.
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