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moguca primjena u

navigaciji

Sazetak

U ¢lanku su izvedene opca i parametarska jed-
nadzba ortodrome i pokazana je njihova moguéa pri-
mjena u navigaciji. Transformiranjem opée jednadzbe
dobivene su matematicke relacije za odredivanje ele-
menata ortodrome bez uobic¢ajenih rjesavanja sfernih
trokuta. lzvedene su posebne relacije za odredivanje
medutoaka ortodrome, kursa ortodromskog, vrha or-
todrome, presjecista ortodrome s ekvatorom i odredi-
vanje to¢aka ortodrome na osnovi izabranih geograf-
skih Sirina. Posebno je ukazano i na moguéu primjenu
parametarske jednadzbe ortodrome u sluéaju kad se Ze-
li odredivati medutocke ortodrome na osnovi uzastop-
no odabranih ortodromskih udaljenosti od pozicije po-
laska do pozicije dolaska. Kod primjene izvedenih ma-
temati¢kih relacija pretpostavlja se upotreba obiénih ili
programiranih raéunala.

-——0—

UDK 527.6

jzvorni znanstveni rad
Uvod

Elementi ortodrome u navigaciji odreduju se rjesa-
vanjem sfernih trokuta ili grafi¢ki na gnomonskoj karti.
Kod toga se, prinumeri¢kom rjeSavanju sfernih trokuta,
mogu koristiti logaritmi, razne nauti¢ke tablice ilidanas
sve vi8e obi¢na ili programirana racunala.

U ovom ¢lanku izvest ¢e se jednadzba ortodrome i
pokazati moguénost njene primjene u navigaciji. Kod
toga ¢e se raznim transformacijama jednadzbe dobiti
niz matematickih relacija za direktno odredivanje ele-
menata ortodrome bez rje$avanja sfernih trokuta. Pri
kraju €lanka izveden je i jedan parametarski oblik jed-
nadzbe ortodrome koji se moze prikladno upotrijebiti,
kad se zeli odredivati medutocke ortodrome na osnovi
uzastopnih ortodromskih udaljenosti. U moguéoj pri-
mjeni dobivenih relacija pretpostavlja se upotreba
obi¢nih ili programiranih rac¢unala.

Jgdnadiba ortodrome postavit ée se i izvesti na
osnovicotangensovog pouéka za sferni trokut i ginjeni-
ce da su u svakoj to&ki ortodrome cotangensi kursa or-
todromskog prema odredi$tu i prema polazistu jednaki.

Relacije za cotangense kursova su:

tg f, cos £ - sin f cos(L2 - L)

ctg Ko = (1)
sin(L2 - L) ;
tg £, cos f - sin f - L
otB(K, 1189, m ot o P P DTy
sin (Ll - L)
odakle se dobije da je: y
tg £, cos f - sin ¢ cos(I.2 -L) _ tg f) cos f - sin ¢ cos(Ll - L)
sin (L, - L) sin (L, - L) e
U relacijama (1), (2) i (3) argumenti trigonometrij-
skih funkcija su: a .°°3 L+bdsinL-ctgta=o0 (5)
(fy, L1) — geografske koordinate pozicije polaska, gdje su:
(9, L9) — geografske koordinate pozicije dolaska, AR ;
(f, L) — promjenljive geografske koordinate ortodrome, #2200 L5 = 18, Lo8in. L, = 8 (6)
Ko — ortodromski kurs. tg focos L, - tg f,cos L, = b
Ako se u relaciji (3) razviju sinusi i cosinusi s argu- £ 1 b6 1 2 (7
mentima (L1—L) i (Lo—L), nakon sredivanjaireducira- sin(L,- L) =e¢ (8)

njadobit ¢e se jednadzba ortodrome koja se moze pisati
u obliku:

(tg f, sin L, - tg,f2 sin L;_) cos 7L7+
(tg 5 cos.L, - tg f; cos L2) gin L -
sin (L, - L) tg £ = 0 (4)

Buduéidasuizrazisindeksima 1i2 konstantne ve-
ligine jednadzba se moze pisati i u obliku:
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Odredivanje elemenata ortodrome

Na temelju jednadibe ortodrome (5) mogu se
odrediti svi njeni elementi koji se koriste u navigaciji,
osim ortodromske udaljenosti koju je potrebno odrediti
cosinusovim pou¢kom za sferni trokut.

1. Medutocéke ortodrome

Meduto¢ke ortodrome mogu se direktno dobiti
jednadzbom (5) tako da se na osnoviizabranih geograf-
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skih duljina (Lj) odrede geografske $irine (f;) pojedinih
todaka ortodrome.
a cos Li + b 8in Li

t; = arc tg (€C))
c

2. Kurs ortodromski

Relacija za odredivanje kursa izvest e senaosnovi
ginjenice da je koeficijent smjera tangente na krivulju
ortodrome jednak tangensu kursa ortodromskog.

Jednadzba tangente nakrivulju (5) u koordinatnom
sustavu (df, cos f dL), jednaka je:

P

cos f

RPLIAL o

¢ dL = O

(10)

gdje su Ffi F parcijalne derivacije jednadzbe ortodro-
me po varijablama f i L, a df i dL njihove diferencijalne
veli¢ine.

Koeficijent smjera tangente, odnosno tangens kur-
sa ortodromskog dobije se iz relacije (10):

Ff cos f

L5 A

tg K, = - (11)

Kad se u relaciju (11) uvrste parcijalne derivacije i
izraz sredi, dobije se konaé¢na formula za odredivanje
kursova ortodromskih za pojedine tocke ortodrome (f,
)

2 (12)

K = aro t
2 x (b cos L - a 8in L)cos f

3. Vrh ortodrome

Vrh ortodrome moze se odrediti prema uvjetu
odredivanja maksimuma funkcije, tj. izjednadavanjem
prve derivacije jednadzbe ortodrome s nulom.

df FL 0

dL cos f Ff

(13)

Uvrétavanjem parcijalnih derivacija u relaciju (13),
dobije se da je geografska duljina (Ly) vrha ortodrome,
jednaka:

L, = arc tg b (14)
a

Geografska $irina vrha ortodrome dobije se relaci-
jom (9):

a cos Lv + b sin Lv

c

(15)

tv = arc tg

4. Presjeciste ortodrome s ekvatorom

Ako se u jednadzbi ortodrome (5) uzme da je ge-
ografska $irina (f) jednaka nuli, dobije se izraz:

tg Lp = - a8

b

(16)

ili geografska duljina (Lg) presjecista ortodrome s ekva-
torom, jednaka je:

Lg = arc tg (- --—::—) Qa7

5. Odredivanje to¢aka ortodrome na osnovi
izabranih geografskih Sirina

Odredivanje medutotaka ortodrome redovito se
obavlja na osnovi uzastopno izabranih geografskih du-
ljina, jer je takav postupak praktiéniji i jednostavniji.
Medutim, ovdije ¢e se pokazati i moguénost odredivanja
todaka ortodrome i na osnovi izabranih geografskih §i-
rina, radi kompletnijeg prikaza moguce primjene jed-
nadzbe ortodrome.

U svrhu izvodenja rje$enja, jednadzba ortodrome
(5) napisat ¢e se u obliku:

acosL+bsinL=ctgf
i kvadrirati:

a2c052L + b2sin2L + 2ab sin L cos L = c2 tg2r.

Sada ¢e se desna strana dobivene relacije pomno-
3iti sa: sin2L + cos2L, pa se nakon sredivanja dobije
kvadratna jednadzba:

tgzL(bz— cztng) + 2tg L ab + a®- cztgzr -0
(18)

U relaciji (18) izabrana geografska sirina oznadit ¢e
se fj i uzeti da je:

2 oztgefi -8 (19)
ab - bl (20)
a? - ctg’t = ¢ (21)
pa ¢e se uvrdtavanjem dobiti:
altgzLi + 2b,tg Ly + ¢y = (0] (22)

Rjesavanjem jednadzbe (22) dobiva se geografska
duljina (Lj) ortodrome koja odgovara izabranoj $irini
(i)

2 1/2
b, * (b - a3¢y) (23)

(liglyya = oo 48
5

Izabrana geografska $irina (fj) treba biti manja ili
najvise jednaka Sirini vrha ortodrome (fy).

Parametarska jednadZba ortodrome -

Parametarskidio jednadzbe ortodrome za geograf-
sku &irinu (f) izvest ¢e se na osnovi cosinusovog poucka
za sferni trokut i éinjenice da su u svakoj to¢ki ortodro-
me cosinusi kursa ortodromskog prema odredistu |
prema polazistu jednaki, ali suprotnog predznaka.

Relacije za cosinuse kursova su:

sin r2 - 8in f cos D2 (28)

cos K =
2 cos f sin Dy

| - D
sin tl sin f cos Dy (25)

cos(K +180°) =
o cos f sin Dl

odakle se dobije da je:
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sin f2 - sin f cos D3

+
cos f sin D2

sin fl- sin f cos D1

=0 (26)

cos f sin Dl

U relacijama su:

D1 — duljina ortodrome od polazista do toCke orto-
drome geografske $irine (f),

Dy — duljina ortodrome od to&ke ortodrome geograf-
ske &irine (f) do odredista.

Sredivanjem relacija (26), dobije se da je:

sin t2 sin D1 + 8in !1 sin Pg

sin f = (27)
sin D
ili
sin f.8in D+ sin f,sin D
f = arc sin 2 1 1 2 (28)
sin D
gdje je D ukupna duljina ortodrome:
D= Dl + D2 (29)

parametarskidio jednadzbe ortodrome za geograf-
sku duljinu izvest ¢e se na osnovi sinusovog poucka za
sferni trokut i &injenice da su u svakoj tocki ortodrome
sinusi kursa ortodromskog prema odredistu i prema po-
lazi$tu jednaki, ali suprotnog predznaka.

Relacije za sinuse kursova su:

sin(L2 - L) cos f5

8in K_ = (30
o sin D2 -
sin(L, = L) cos £
sin(K°+180°) - 1 £.42 (31)
sin D1
odakle se dobije da je:
sin(L2 - L)cos £, sin(L1 - L)cos 11 i
sin D2 sin D1
(32)

U relaciji (32) razvit ¢e se sinusi s argumentima
(L1—L) i (Lo—L) i nakon sredivanja dobije se da je:

cos fzsin Lzsin D1+ cos flsin Llsin D2

tg L =
cos f2cos Iﬁsin D1+ cos flcos Llain D2
(33)
ili
a, sin Dl + b2 gin D2 (34)
e AR d, sin D
<5 sin D1 + 4y >
gdje su:

cos f,ysin L, = 8, (35)
cos f,sin L, =Y, (36)
cos f,cos L, = ¢, (37)

(38)

cos flcos L1 =- d2

Jednadzbe (27) i (33) odnosno (28) i (34) predstav-
ljaju parametarski oblik jednadzbe ortodrome s para-
metrima D1 i Dp. Taj oblik jednadzbe ortodrome moze
se prikladno koristiti u ortdromskoj navigaciji kad se ze-
li odabrati medutoéke ortodrome (fj, Lj) na medusobno
odredenim, npr. jednakim udaljenostima. U tom sluéaju
uzastopno se odabire D1j, tako da se uvecéava za odre-
deni iznos, a preostali dio ortodrome se dobije prema
relaciji (29):D2j=D—D1;.

Zakljucak

lzvedene jednadzbe i transformiranjem dobivene
relacije mogu se uspjes$no upotrebljavati pri odrediva-
nju pojedinih elemenata ortodrome. Prednost dobive-
nih relacija, u usporedbi s postoje¢im rieenjimma, je u
tome:

1. &to se sve relacije zasnivaju na istim veli¢inama, tj.
koordinatama pozicije polaska i dolaska, pa se na osno-
vi toga javljaju u svim relacijama kao konstantne vrijed-
nosti, §to olaksava odredivanje pojedinih elemenataor-
todrome obiénim radunalima ili izradu programa za nji-
hovo odredivanje programibilnim radunalima,

2. &to se kod rje$avanja izabiru ili dobivaju odmah pra-
ve a ne relativne koordinate, pri odredivanju geograf-
skih duljina pojedinih to¢aka ortodrome,

3. §to se na osnovi parametarske jednadzbe ortodrome
ukazuje na jedan relativno jednostavan nadéin odrediva-
nja meduto¢aka ortodrome, na temelju uzastopnog
odabiranja ortod®omske udaljenosti od pozicije pola-
ska do pozicije dolaska. .

Posebno se moze jo$ istaknuti da se datim pristu-
pom i rje$enjima doslo do niza novih matematiékih re-
lacija u podrugju ortodromske navigacije, pa je za oCe-
kivati da i udrugim podrugjima navigacije imajo§ mno-
go neistrazenih novih mogucnosti za koje se vrijedi
angazirati.

GREAT—CIRCLE EQUATION AND ITS POSSIBLE
APPLICATION IN NAVIGATION

Summary

A general and a parametric great-circle equations
are derived in this article and their possible application
in the navigation is shown as well. Mathematical rela-
tions for determination of the great-circle elements are
achieved by transformation of the general equation
without usual solving of the spherical triangles. Special
relations are derived to determine points on the great-
circle track, great-circle courses, the vertex, the inter-
section of the great-circle and the equator and to de-
termine points on the great-circle track on the basis of
selected geographical latitudes. It is specially shown
how parametrical great-circle equation could be ap-
plied when points on the great-circle track are determi-
ned on the basis of the great-circle distances taken one
after another from the position of departure to the posi-
tion of arrival. Ordinary or programmed calculators
should be used in the application of derived mathemati-
cal relations.
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