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IVO SUEKAVICA

Op¢i pristup za odredivanje pozic
pogresaka u navigac

Sazetak

U &lanku je obraden jedan matemati¢ki model ko-
jimse, u opéem pristupu, jedinstveno odreduje pozicija
ireduciraju pogre$ke u svim vrstama navigacije. Obra-
dena su opazanja jednog, dva, tri i viSe objekata. Poje-
dina opéa rjeSenja data su u matri¢nom obliku. Za
cjelovitu primjenu modela pretpostavija se koristenje
odgovarajuéeg kompjutora. Na kraju ¢lanka se zaklju-
¢uje da su u datom modelu obradene samo osnove za
jedan mogudi $iri i sveobuhvatniji model u kojemu bi bili
ukljuéeni svi navigacijski podaci koji su potrebni za je-
dan jedinstveni integrirani navigacijski sustav.

Uvod

Op¢éenito se u navigaciji pozicija odreduje direktno
pomoéu mjerenih podataka ili indirektno na osnovi
zbrojene ili procijenjene pozicije i mjerenih podataka.
Prvi nagin viSe se upotrebljava u obalnoj navigaciji, pri
odredivanju pozicije grafi¢ki na pomorskoj karti, a drugi
u oceanskoj navigaciji kad se pozicija odreduje nume-
rickim postupkom.

U ovom ¢lanku obradit ée se osnove za opéi pristup
odredivanja pozicije i reduciranja pogreSaka pomoéu
zbrojene pozicije, mjerenih podataka i poznatih koordi-
nata opazenih objekata. Kod toga ¢e se dati i opéi model
matematitkog rjeSenja koji se moze uspje$no primje-
njivati kod opazanja jednog ili viSe objekata u svim vr-
stama navigacije. U postupku rjeSavanja pretpostavlja
se upotreba odgovarajuéeg programiranog kompju-
tora.

Opéa jednadiba pravca poloZaja
Op¢a jednadzba krivulje polozaja u navigaciji, s ob-
zirom na zbrojenu poziciju, moze se napisati u obliku:

F(fyy Ly, M) = O )

gdje su:
f, - zbrojena geografska Sirina opazaca,

I’o - zbrojena geografska duljina opazada

Mo - igradunati podatak opaZenog objekta

Kad se jednadZba (1) razvije u Taylorov red i zadrie
samo linearni ¢lanovi, dobije se:

R, df + FLodL + FMOdM <0 @)

o

»NASE MORE« bro| 3—4/88

YU ISSN 0469—8255
NASE MORE 35 (3 — 4) 113 (1988)

e | reduciranje

I
iji

UDK 527.6

U relaciji (2) su F F, i F, parcijalne
fo’ LO Mo
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PO varijablama for Ly i M, 8

4

diferencijalne veli¢ine su:

df = £ - £ (3)
dL = L - I, (4)
dM = M - M (5)

VrijednostifiL su pretpostavijene prave koordinate
opazacda, a M izmjereni podatak opazenog objekta. Ako
se pretpostavi da je u mjerenom podatku sadrzana i
neka sistematska (stalna) pogreska (dMs), bit ¢e:

dM = (M — dMs) — Mg, ili dM + dMs = M — M,
$to uklju¢eno u jednadzbu (2), daje:

F.df + F, dL + F,, dMs + F,, dM = O
fo Lo T’xo Ho

Relacije (2) i (6) predstavljaju opée jedadZbe prav-
ca polozaja kojima se aproksimira krivulja poloZaja
opazaca u blizini njegove zbrojene pozicije.

Normalni oblik ovih jednadzbi u relativnom koordi-
natnom sustavu (df, cos f dL), glasi:

(6)

cos A df + sin A cos fodL =d (7)
cos A df + sin A cos fodL + C dMs =d (8)
gdje su:
F
5
cos A = 9 (9)

/2

1+

1
P o+ ¢
( T, + Lo/cos o)

FLO
sin A = % (10)
:
¥ cos ro(Fi + F% /coszfo)
o o
FMo
C = 5 (11)
ht (Fi + F% /cosafo)
0 ()
FMO_dM
d = - (12)

1/2
% (1?2f + Fi /cosero)
o o

Predznak ispred zagrada uzima se suprotan od

predznaka veli¢ine FModM. Argument A u funkcijama
sin A i cos A je azimut normale (d) pravca poloZaja.
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Ako se kod izradunavanja pozicije odredi i siste-
matska pogreSka (dMs), tada e ispravljena normala biti
jednaka:

di=d — CdMs (13)
; Jednadzba (7) koristi se pri opazanju jednog ili dva
objekta, a jednadzba (8) pri istovrsnom opazanju triju ili
viSe objekata, kad se u postupku odredivanja pozicije
Zeliistodobno eliminirati i mogucéa sistematska pogres$-
ka (dMs).

ODREDIVANJE POZICIJE | REDUCIRANJE
POGRE SAKA

U postavljenom matemati¢kom modelu se uzimlje
da se svaki pojedini objekt visekratno opaza u kratkom
intervalu vremena. Pri tome se za svaki mjereni podatak
postavlja posebna jednadzba pravca polozaja, na osno-
vizbrojene pozicije u trenutku opazanja, osim u sluéaju
jednog videkratnog opazanja jednog objekta.

Na taj na¢in se dobije jedan prekobrojni sustav jed-
nadzbi pravaca polozaja u kojima mogu biti sadrzane
sistematska i slu¢ajne pogreske i utjecaj moguéih po-
greSaka u kursu i predenom putu u vremenu opazanja.

Tako dobiveni sustav rjeSava se metodom najma-
njih kvadrata, &ime se reduciraju slu¢ajne pogreske po-
jedinih opazanja i dobivaju to&nije relativne koordinate
(df, dL). RjeSavanje se moze uzastopno ponavljati, tako
da seizraGunata pozicija u slijede¢em ra¢unu uzme kao
zbrojena, sve dotle dok se i dobivena pozicija ne poéne
ponavljati u okviru trazene toénosti. Radi jednostavno-
sti i kratko¢e postupka rje$enja su data u matricnom
obliku i to samo za viSekratna opazanja, jer se isti po-
stupak moze primijeniti i u sluéaju jednokratnih opaza-
nja pojedinih objekata.

fo=1f,.y *+ bdt cos K (14)
Ly =L,y , bdt sin K (1)

cos fs
gdje su:

- koordinate prethodne zbrojene
pozicije,
b - brzina broda,

dt - proteklo vrijeme,
K kurs broda,

fs srednja Sirina izmedu ro i to-l

( fo-l - 1"'o-l )

Prac¢enje koordinata zbrojene pozicije izvodi se po-
znatim relacijama:

Opazanje jednog objekta

Kako ¢e se opazati jedan objekt u prvom redu ovisi
od brzine promjene njegovog azimuta s obzirom na pro-
tok vremena i predeni put broda. U tom smislu objekti se
mogu podijeliti na one kojima se azimut sporo, brzoivr-
lo brzo mijenja. Ako se azimut objekta sporo mijenja,
tada je pogodan za jedno visekratno opazanje, ako se
brzo mijenja za dva uzastopna, viSekratna opazanja i
kad se vrlo brzo mijenja za tri ili vise uzastopnih, viSe-
kratnih opazanja. Medutim, pojam brzine promjene
azimuta dosta je relativan i znatno ovisi od okolnosti
plovljenja. Kao srednja mjera moze se uzetidasu spore
promjene kad se azimut mijenja manje od 209, brze ako
su promjene izmedu 200 400 vrio brze ako su vece od
400 u jednom satu plovljenja.
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Na osnovi navedenih kriterija postavit ¢e se odgo-
varajuéi matemati¢ki model za odredivanje pozicije i
reduciranje pogresaka.

1. Jedno opazanje

U ovom sludaju, kad se izvode viSekratna opazanijg,
dobije se vise pravaca poloZaja koji se sijeku pod malim
kutovima, pa na osnovi njih dobivena pozicija ne bi bila
pouzdana. Zbog toga se kao pozicija broda uzimlje tz.
rektificirana (ispravljena) pozicija (Pr) koja se nalaziu
presjecitu jednog srednjeg pravca poloZaja i njegove
normale.

Postupak se svodi na to da se odredi srednji mjereni
podatak (Ms) i srednje vrijeme mjerenja (ts), pa se na
osnovi njih postavi sustav jednadZbe pravca poloiaja
(7) i njegove normale.

M1+M2*"‘+Mn

Ms = (16)
n
Bty Lotz wnmita b
Ta i e n 17)
n
cos A df + sin A cos fodL = d
(18)

sin A df - cos A cos fodL =0

RjeSenjem sustava bit ¢e:

df = d cos A (19)
4L = -4 sin A (20)

cos fo

aprimjenom relacija (3) i (4) dobiju se koordinate rekii-
ficirane pozicije:

£, =g, +df (21)

Lr - LO + dL (22)
gdjesu (fo, Lg) koordinate zbrojene pozicije koja odgo-
vara vremenu ts.

U poziciji (Pr) reducirane su sluéajne pogreske vi-
8ekratnim opazanjima, a ostala je sistematska pogreska
| pogre$ka neodredenosti na pravcu polozaja, jer je Pr
samo vjerojatna pozicija s obzirom na zbrojenu poziciju
(Po).

2. Dva uzastopna opaianja

Kad se izvode dva uzastopna opazanja, kod relativ-
no brze promjene azimuta, tada se prva visekratna mje-
renja obavljaju na poc¢etku, a druga na kraju ukupnog
intervala vremena opazanja, tako da se dobiju $to po-
voljniji kutovi presijecanja medu pravcima poloZaja.

Nakon toga se za svako opazanje (mjerenje) po-
stavlja jednajednadzba pravca polozaja (7) prema zbro-
jenoj poziciji u trenutku opazanja. Na taj nacin se
otklanjaju pogreske koje mogu nastati zbog brze, neli-
nearne promjene azimuta objekta u slu¢aju da se rjesa-
vanje izvodi sa srednjim mjerenim podacima Ms i ts.

Na osnovi dobivenih jednadizbi moze se postaviti
prekobrojni sustav jednadzbi (7), &ije ¢e se rjeSavanje
izvesti u matri€énom obliku.

Matrica koeficijenata sustava oznadit ¢e se s B, ma-
trica nepoznanica s E, matrica slobodnih &lanova s G,
pa ¢ée biti:
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Fos A1 sin Alcos fl 7
cos A2 8in A2cos f2
coé An Sil'.l %co; r~n
Be : (23)
cos %*_1 sin ﬁnlcos fn+1
cos A‘n+2 sin An+2cos rn+2
_cos An+n sin Am_ncos fn+n‘.J
dr
Ee (24)
dL
[4,
%
dn
G o dn+1 (25)
d'n+.2
| %nen]

Indeksi 1,2, ..., numatricama B i G oznaéuju koeficijen-

te pravaca polozaja prvih mjerenja, a indeksi n+1, n+2,

., n+n drugih uzastopnih mjerenja opazenog objekta.
Ako se sustav napi$e u matri¢nom obliku:

BE=G (26)!
njegovo rie$enje ¢e biti:
-1
vy T
E= [B B] B'G (27)!

gdje Je BT transponirana matrica matrice B,

-1
a[BTB] inverzna matrica umnoska BTB.

RjeSenjem (27) dobiju se srednje vrijednosti df i dL,
& primjenom relacija (3) i (4) i koordinate opazada.

fef +df (28)

(29)

U dobivenim koordinatama reduciran je utjecaj
sluéajnih pogredaka, a ostao je utjecaj sistematske po-
gre3ke i pogre$aka u kursu i predenom putu broda. Po-
greSke u kursu i predenom putu proporcionalne su s
duljinom puta, pa je u ovom slu¢aju potrebno procijeni-
ti, prema okolnostima plovljenja, $to je povoljnije — i6i
nadulji putodnosno veéu promjenu azimuta ili kraéi put
da bi se dobilo toéniju poziciju.

Dva uzastopna opazanja mogu se ponekad primi-
jeniti i u sluéaju sporije promjene azimuta, jer tako do-
bivena pozicija moze biti to¢nija od rektificirane (Pr), a
moZe se s njome i kombinirati uzimajuéi kao najvjero-
jatniju poziciju neku njihovu srednju vrijednost.

L-L°+d1o
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3. Triilivise uzastopnih opatanja

Ova opazanja se primjenjuju kad se azimut opaza-
nog objekta vrlo brzo mijenja. Intervale uzastopnih
opazanja potrebno jé prilagoditi brzini promjene azimu-
ta i ukupnom vremenu opaZanija.

Sli¢no kao i kod dva uzastopna opazanja i u ovom
sluCaju se moze postaviti prekobrojni sustav jednadzbi
pravaca polozZaja na osnovi jednadibe (8).

Matrica koeficijenata sustava isto ¢e se oznaditis B,
matrica nepoznanicas E, a matrica slobodnih &lanova s
G, pa ¢e biti:

[cos Al sin Alcos rl C1
cos A2 8in Azcos [2 02
co; An si;x Anco; rn én
cos And sin %’lcoa fml ol
cqe ‘.n¢2 sin %‘_2003 rn+2 Cn¢2
Be . i - . (30)
cos ﬁnn sin Lmnco- tnm Gmn
R LA 1. o8 R RS Lol “Par]
c08 Aoneo 81 Ay o008 Lon2 Cone2 “
. . . o
L ‘2n+n sin ‘2n0n°°' Tonen c2n+n
[ar
Ee |dL (31)
|dMs
4
oy
.
%41
%42
Ge |° (32)
%en
Yone1
d21102
d2n#nj
_‘

Indeksi1,2,...,n;n+1, ...,n+2, ..., n+n; 2n+1, 2n+2,
..., 2n+n; oznaduju po redu koeficijente pravaca poloza-
ja prvih, drugih i treéih vi$ekratnih opazanja objekta.

Postavljanje i rjeSavanje sustava u matriénom obli-
ku potpuno je jednako kao i kod dva uzastopna opaza-
nja, pase formalno relacije (26), (27), (28) i (29) mogu u
cjelini primijeniti i u ovom sluéaju.

U dobivenim koordinatama reduciran je utjecaj
slu¢ajnih pogresaka, formalno je eliminirana sistemat-
ska pogreska, a ostao je samo utjecaj pogredaka u kur-
su i predenom putu broda.

Medutim, zbog relativno duljeg ukupnog vremena
opazanja sistematska pogreska redovito neée biti jed-
naka u svim uzastopnim opaZanjima, pa se u ovakvom
postupku mozZe o&ekivati samo reduciranje njenog ut-
jecaja na poziciju broda.

U vezi s pogre$kama u kursu i predenom putu vrije-
de iste primjedbe kao i kod dva uzastopna opazanja
jednog objekta.

Opazanje dva objekta

Kad se opazZaju dva objekta formalno se dobije jed-
naki sustav od jednadzbi pravaca polozaja (7) i matrica
(23), (24) i (25) kao i kod dva uzastopna opazanija jed-
nog objekta.
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Na osnovitoga, matriéno postavljanje sustava, nje-
govo rjeSavanje i kona&no odredivanje koordinata izvo-
di se s istim relacijama (26), (27), (28) i (29).

Kod opazanja dva objekta, u usporedbi s dva uza-
stopna opazanja jednog objekta, redovito je znatno
kra¢i ukupni interval vremena opazanja i uvijek se na-
stoji odabrati objekte koji imaju razliku azimuta $to bli-
Zu 900.

U dobivenim koordinatama ostao je samo znatniji
utjecaj mogude sistematske pogreske, jer su sluéajne
pogreske reducirane viSekratnim opazanjima, a utjecaj
pogreSaka u kursu i predenom putu redovito je zanema-
riv, s obzirom na kratki interval vremena opazanja.

Opazanja tri ili viSe objekata

U ovom sluéaju formalno se dobije jednaki sustav
od jednadzbi pravaca polozaja (8) i matrica (30), (31) i
(32) kaoi kod triili vise uzastopnih opazanja jednog ob-
jekta. RjeSavanje je takoder jednako i izvodi se istim re-
lacijama (26), (27), (28) i (29).

Sliéno, kao i kod opazanja dva objekta i ovdje je
ukupni interval vremena opazanja znatno kraéi u uspo-
redbi s tri ili viSe uzastopnih opazanja jednog objekta.

Kod opazanja se uvijek nastoji odabrati takve ob-
jekte kojima je azimut ravnomjerno rasporeden na hori-
zontu. Medutim, u praksi se redovito najvise opazaju tri
objekta, po moguénosti s razlikom azimuta $to bliZoj
1200,

Toénost dobivenih koordinata u ovakvim opaza-
njima redovito je najveéa, jer je u njima eliminiran utje-
caj sistematske pogreske i reduciran utjecaj sluéajnih
pogreSaka viSekratnim opazanjima. Utjecaj pogreSaka
u kursu i predenom putu redovito je zanemariv s obzi-
rom na kratki interval vremena opazanja.

Sustav jednadzbi pravaca polozaja (8) koristi se
samo u sluéaju istovrsnih opazanja, tj. kad se mjere jed-
naki podaci pojedinih objekata. Naknadno se ove jed-
nadzbe, eliminiranjem sistematske pogreske relacijom
(13), mogu svesti na oblik (7). Na taj nagin se od raznih
istovrsnih opazanija, s razli¢itim sistematskim pogres-
kama, moze formirati jedan sustav koji se zatim rijesi
pomodu relacija (26), (27), (28) i (29).

Neke posebne jednadZbe krivulja poloZaja u navigaciji

Za razliku od opée jednadzbe krivulje polozaja u
navigaciji (1), ovdje ¢e se navesti neke posebne jed-
nadzbe za razne vrste navigacija. Njihovim parcijalnim
deriviranjem i primjenom relacija (9), (10), (11) i (12)
one se uvijek mogu svesti na jednadzbe pravaca poloza-
ja tipa (7) ili (8) i daljnjim datim postupkom odrediti
poziciju.

Kod toga, opéenito, moZe biti potrebno da se izmje-
reni podaci prethodno, prije upotrebe, isprave za neke
vrijednosti kao $to je, npr., sluéaj ispravljanjaizmjerene
visine u astronomskoj navigaciji.

1.Astronomska navigacija

Jednadzba polozaja sferne kruznice:
P = sin f_sin d + cos f cos d cos 8~ sin V =0 (33)

gdje su:

d - deklinacija,
85~ mjesni satni kut,

Vo- izradunata visina
opazenog nebeskog tijela.
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2. Hiperboli¢na navigacija

Jednadzba polozaja sferne hiperbole:

? = (sin f sin £, + cos £ c08 tlool(Ll-l’-o))z +

(sin £ sin £, + cos £ cos tzoo-(laz-lno))z -

2 (sin £ sin £, + cos f.cos f;c08(1y-L,))
(sin f_sin f, + cos f coe £ cos(Ly-L,)) cos uyy -
lin2u21 -0 (3“)x

gdje su:

(f4,L4) — koordinate prvog opaZenog objekta-stanics,
(f2, Lp) — koordinate drugog opaZenog objekta-sta-
nice,

upq) — izratunata razlika udaljenosti izmedu opaZadai
ogjekata—stanica.

3. Satelitska navigacija — GPS
Jedandzba polozaja sferne udaljenosti od satelita:

2
Fe= (Xl- Rcos f cos L°)2 + (!1- Rcos tosinLo) +

(z,- Bsin £,)? -uZ = 0 (35)

gdje su:

(X4, Y4, Z1) — koordinate satelita u Descartesovom
pravokutnom ekvatorskom sustavu,

R — radijus Zemlje,

u, — izra¢unata udaljenost opaZada od satelita.

4. Radio—goniometrijskaiobalnanavigacija

JednadZba poloZaja jednakih azimuta:
Fe=tg Ao(ts ficos £ - sin. focoa(Ll-Lo)) -

sin(L;-L)) = 0 (36)

gdje su:

(f4, Ly) — koordinate radio—goniometrijske stanice ili
nekog drugog opaZenog objekta,

Ao — izratunati azimut opaZenog objekta.

Zaklju€ak

Upotrebom kompjutora u navigaciji prakticki je
omoguéeno koristenje svih moguéih matematitkih
modela za odredivanje pozicije broda. U izradi takvih
modela neprekidno se teZi da oni budu $to bolji. Kod to-
gase posebnotrazi da pojedini model bude $to cjeloviti-
ji, sveobuhvatniji, da daje Sto to&nije rezultate i da je
jednostavan za koristenje.

U sklopu navedenih teznji, datim modelom odredi-
vanja pozicije i reduciranja pogre$aka, objedinjuju seiu
opéem pristupu jedinstveno rjeSavaju razligiti nadini
odredivanja pozicije u istim i razli¢itim vrstama naviga-
cije. Kod toga su obradeni samo osnovi jednog mogu-
éeg Sireg i sveobuhvatnijeg modela. U takvom Sirem
modelu mogu biti prakti¢ki sadrZani svi potrebni navi-
gacijski podaci. Takvi podaci, te mjerene i ostale veliéi-
ne u raznim vrstama navigacije jesu osnova za
kompjutorsko odredivanje pozicije. Na taj na¢in moglo
bise pomoéu jednog nesto sloZenijeg radio prijemnikai
kompjutora povezati i integrirati sve vrste navigacije u
jedan jedinstveni sustav.
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