POPOVICIUJEVA NEJEDNAKOST

IZ NASTAVNE PRAKSE

Popoviciujeva nejednakost

RADOMIR LONCAREVIC!

Rumunjski matematicar Tiberie Popoviciu (1906. - 1975.) dokazao je 1965.
poznatu nejednakost iz podrucja konveksne analize (vidi [1.]), koja ima primjene,
medu ostalim, u brojnim zadatcima koji se pojavljuju u matematic¢kim natjecanjima.
Dokazat ¢emo Popoviciujevu nejednakost, nakon ¢ega ¢emo pokazati primjenu na
nekoliko zadataka te dati nekoliko zadataka za vjezbu.

Definicija 1. Neka je I interval u R. Kazemo da je funkcija f: I — R konveksna
ako zasvex, y € Iizasvaki B e [0,1] vrijedi

(A=P)x+By)<A=p)f(x)+ B f(y).

Funkcija f je strogo konveksna ako za x # y iza sve e (0,1) vrijedi stroga ne-
jednakost.

Definicija 2. Funkciju f: I - R nazivamo konveksnom u Jensenovom smislu ili
J-konveksnom na I ako za sve x,y €1 vrijedi

x+y)_ f(O)+f(y)
f( ' JS L)

Funkcija f je strogo J-konveksna ako za sve x,y € I,x # y vrijedi stroga nejed-
nakost.

Teorem 1. Funkcija f: I — R konveksna je ako i samo ako za sve x,...,x €I i

zasve f3,..., B, E[O,l:l takve daje » B, =1 vrijedi
k=1

f[i_ﬂkxk]sﬁﬂkﬂxk)-

Napomena 1. Poseban slucaj prethodne nejednakosti kada je g = l,i =1L..,n,tj.
n
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f[lerszr...+xn]S f(xl)+f(x2)+...+f(xn),

n n

jedna je od najc¢es¢ih oblika Jensenove nejednakosti koja se koristi u rjesavanju kla-
si¢nih zadataka vezanih uz nejednakosti. Dokazao ju je danski matematicar J. L. W. V.
Jensen (1859. - 1925.) u ¢lancima objavljenim 1905. i 1906. godine.

Teorem 2. Neka je f: I - R neprekidna funkcija. Funkcija f konveksna je ako i
samo ako je J-konveksna.

Prethodni teorem koristit ¢emo u dokazu Popoviciujeve nejednakosti, a govori
nam o jednakosti pojmova konveksnosti i J-konveksnosti za neprekidne funkcije.

Teorem 3. (Popoviciujeva nejednakost) Neka je f: I — R neprekidna funkcija.
Tada je f konveksna ako i samo ako je

f(x)+f(y)+f(z)+f(x+y+z)Zg{f(mj+f[x+zj+f(y+zﬂ

3 3 3 3 3 3

zasve x, ¥,z € I. U slucaju da je f strogo konveksna funkcija tada vrijedi stroga nejed-

nakost zasve x,y,ze€losimza x=y=z.

Dokaz. (=) Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je x <y <z.

+y+
Ako je yﬁ%, slijedi daje y <X 2 4.
x+ X 2,
xtytz_ 2 _xtz_,
3 3 2
Budu¢idaje x < y+z) imamo da je
IEE itz
x+y+z_ o5 7 rrz .
3 3 2
Odavde slijedi da postoje s,t €[0,1] takvi da je
x+z:Sx+y+z+u_gz
2 3
YYZ_ XHYRZ 0

2
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Zbrajanjem prethodnih jednakosti te sredivanjem izraza dobivamo

(x+y—2z)(s+t—%)=0.

Ako je x+y—2z=0, onda je nuzno x =y =z, i time je Popoviciujeva nejednakost
ocita.

Akoje s+t —% =0, onda zbrajanjem sljedece tri nejednakosti:

f(“zjSs-f(x+§+zj+(l—s)-f(z)

2

f(ygzj<tf(x+y+2)+(1—t)-f(z)

(52 )s2rwedron

dobivamo
f(x;ZJ+f[y;rZJ+f[ . j<( +t)f(x+y+zj %f(X)+%f(y)+(2—s—t)f(z)

3.
pa zbog s+t == imamo
2

(5o ) 2 b

. . 2 . y .
odakle mnoZenjem s = dobivamo trazenu nejednakost

(<) Zbog neprekidnosti i Teorema 2. dovoljno je pokazati da je funkcija f konvek-
sna u Jensenovom smislu. Ako je y = z, onda iz Popoviciujeve nejednakosti slijedi

f(x)+2f()’)+f(X+2)’J [2f(x+yj+f(y)j

3 3

f(x) x+2y\_ 4 [(x+y
) “{ 3 )ZEf(T]

1 3 (x+2y xX+y
322 )z (2]

zasve x, y € I, pa je f konveksna u Jensenovom smislu.

Navest ¢emo, bez dokaza, neke dovoljne uvjete za konveksnost. Dokaz se moze vi-
djetiu [2.].
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Teorem 4. Neka je f: I - R dva puta derivabilna funkcija na otvorenom inter-

valu I ¢ R. Funkcija f konveksna je na I ako i samo ako je f" >0,Vxel

Sljede¢i korolar namijenjen je ¢itateljima koji ne poznaju diferencijalni racun, ali
poznaju grafove elementarnih funkcija.

Korolar 1. Neka je f: I - R dva puta derivabilna funkcija na otvorenom inter-
valu I ¢ R. Tadaje f konveksna na I ako se za bilo koji x, € I sve tocke grafa funkcije

f nalaze iznad tangente grafa povucene u tocki (x,, f(x,)).

Zadaci su preuzeti iz [3.], [4.] i [5.].

Zadatak 1. Neka su x ,x ,x, pozitivni brojevi, pri cemu nisu svi istodobno jed-
naki. Dokazite da je

27H(x1. +,)" > 64,x,x,(x, +x, +x,)’.

i<j

Rjesenje. Promotrimo funkciju f(x)=—Inx,x e (0,+x). Kakoje f'(x)= iz >0,
x

za svaki x € (0,%0), slijedi da je fstrogo konveksna na (0,00). Primjenom Popoviciu-
jeve nejednakosti imamo

X+ + + +
~Inx, —Inx, —Inx, —3In EIHTH NS S BT 5B X X5 T ,
3 2 2 2

X +x+x ) (x +2x,)(x, +x.)(x er)2
ln(x1x2x3)+ln(%J <ln[ L2 28 73 lj,

3 2
(xx.x (x1+x2+x3j <((x1+x2)(x2+x3)(x3+xl)j
1772773 >
3

8
1 3 1 2 2 2
Z(xlxsz)(x1 +x,+x,) < a(x1 +x,) (%, +x,) (%, +x,)".
Odatle mnozenjem s 27 - 64 dobivamo trazenu nejednakost.

Zadatak 2. Neka su x, y, z pozitivni realni brojevi. Dokazite nejednakost

xty yrz xtz Mz o x ¥ |
z X y x+y y+z x+z

Rjesenje. Promotrimo funkciju flx)=x +l,x e R*. Kako je f”(x) = % >0 za
x x

svaki x e R", slijedi da je f strogo konveksna na R". Primjenom Popoviciujeve ne-

jednakosti imamo

32 |

Poucak 74.indd 32 @ 18.6.2018. 7:50:00



POPOVICIUJEVA NEJEDNAKOST

1 1 1
X+—+y+—+z+— 5 5 5 5 5
x y z xty+z S Xty Lxtz DAL ,
3 3 x+y+z 3 2 xX+y 2 xX+z 2 y+z
1 1 3 2

2 1(1 2 2 2
—(x+y+2)+—| —+—+—|+———=2—| x+y+z+ + + ,
3 3\x y z) x+y+z 3 xX+y x+z y+z

1 1 1 9 1 1 1
—+—+—+ >4 + + ,
x y z x+y+z X+y x+z y+z

odakle mnozenjem s x + y +z # 0, dobivamo

Xty ytz x+tz,

+y+ +y+ +y+
Xtytz xtytz xty Zj_lz’

z X y x+y xX+z y+z
X+ +z x+z X+y+z x+y+z x+y+z x+y x+z y+z
Yy Ytz >4 yrz Xtytz Xtytz Xty _ 2
z x y x+y X+z y+z x+y x+z y+z

) PSR S A |
X+y y+z x+z

Zadatak 3. Dokazi da za svaki trokut ABC vrijedi nejednakost
B a8 33 LS
4

a
COS—+COS—+COs—2=
2 2 2

2R

>

gdje su «, B,y njegovi unutarnji kutovi, s poluopseg i R polumjer trokutu opisane
kruznice.

Rjesenje. Promotrimo funkciju f(x) =—sinx,x €[0,7].
Kako je f'(x)=sinx>0,Vxe[0,7], dana funkcija je konveksna na intervalu

[0,]. Primjenom Popoviciujeve nejednakosti imamo

ino +sin S +si + [+ 2 + + +
_Sma SIZ’B Slrly—sinw f yz-—(sina ﬂ+sinﬂ 7+sina yj.

Kako je o + 8+ y = 7, imamo da je u svakom trokutu

an@ Bty 3
3 2

. . . a
sina +sin f+siny = 4coszcos£cosl,

+ +
sina2ﬁ+sin ary a B 4

+
B 7/+sin = C0S—+ COS—+ COoS—.
2 2 2 2
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Odavde slijedi da je

a By
4cos—cos—cos—
3 2
- 2 2 2 —£2—— cosg+cos£+cosZ .
3 2 3 2 2 2

U svakom trokutu vrijedi

By

a s
COS—CO0S—COS—=——
2 2 2 4R

Primjenom prethodne jednakosti pa mnozenjem s 3 dobivamo trazenu nejedna-
kost 2

343
i+i < cosg+ cos£+ cosl.
4 R 2 2 2

Zadatak 4. Za svaki $iljastokutni trokut s kutovima «, 3, vrijedi nejednakost
2s
tga+tgf+tgy = =343
r

Rjesenje. Promotrimo funkciju f(x)=tgx,x € (O,Z),
2

2sinx

Kako je f"(x)= >0,Vx e ((),z) pa je f strogo konveksna na (o,z). Pri-
cos’ x 2 2

mjenom Popoviciujeve nejednakosti imamo

tga+tg,6’+tg7/+tga+ﬂ+}/2£ tga+ﬂ+tgﬂ+;/+tga+;/ ’
3 3 3 2 2 2

a odavde zbog o + +y = 7, imamo
tga+f+}/=\/5,

a+p B+y a+y
t +t +
g 2 g 2 g 2

a B y s
=clg—+clg—+ctg—=—.
gz g2 g2 r

Sada je

gatigfrigy 3,25
3 T3y

odakle mnozenjem s 3 dobivamo danu nejednakost.

Zadatak 5. Dokazite da za svaki Siljastokutni trokut, ¢iji kutovi zadovoljavaju

uvjete R a, B,y < 1, vrijedi nejednakost
4 2
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3s?

toatg ptoy >
gatg figy 9,7

Rjesenje. Promotrimo funkciju f(x)=Intgx,x € (Z,EJ,
4 2

Kako je f"(x )_M 0,Vx e (_ fj, slijedi da je f strogo konveksna na
sin’ 2x 4 2

xe (1 f) Primjenom Popoviciujeve nejednakosti imamo
4 2

%(lntga+lntgﬂ+lntg}/)+lntg%Zg(lntga;ﬁ+lntg'B Y tIn ntg 27/),

éln(tgatgﬂtg7)+ln\/§Zgln(tga;ﬁtgﬁ+ytga+7j,

2 2
2
ln(3\/§tgatg,6’tg}/)2ln(tga+ﬁtgﬁ+7tga+7j ’
2 2 2
1 ( a+p, B+y, a+yY
tgatg Pigy = 13
gatgfgy 2 A >
Nadalje vrijedi da je
a+pf, B+y, a+y B v_s
t t t —ct ct —clg—=—
§— 88— S8 =T

pa odatle slijedi trazena nejednakost.

Zadatci za vjezbu

1. Dokazite da za svaka tri pozitivna realna broja a, b, c vrijedi
a’+b* +c* +2abc+1>2(ab+bc +ca)’.

2. Neka su x,,x,,x, pozitivni brojevi, pri ¢emu nisu svi istodobno jednaki. Dokazite
daje

6 6 6 2,22 3..3 3.3 3..3
X) + X, + x5 +3x,%,x, > 2(x, %, +x,%; +X,X;).
3. Dokazite da za svaki trokut s kutovima «, 3,y vrijedi nejednakost

g .y 5 r

sm +sin—+sin—-2—+-—
2 2 2 4 2R
gdje su R i r polumjeri trokutu opisane i upisane kruznice.
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4. Dokazite da za svaki $iljastokutan trokut s kutovima «, 3,y vrijedi nejednakost

rtgatg Ptay + 343 > 25,

pri ¢emu je r polumjer trokutu upisane kruznice, a s poluopseg trokuta.

Literatura

1. Tiberiu Popoviciu (1965.), .Sur certaines inégalités qui caractérisent les fonctions
convexes’, Analele stiintifice Univ. (AlL. Cuza” Iasi, Sectia I a Mat., 11: 155-164

2. S. Kurepa, Matematicka analiza I. i II. dio, Tehnicka knjiga, Zagreb, 1989.
3. Sefket Arslanagi¢, Matematika za nadarene, Bosanska rije¢, Sarajevo, 2004.

4. O. Bottema and others, Geometric Inequalities, Wolters-Noordhoft Publishing,
Groningen, 1969.

5. http://www.imomath.com/

6. Constantin P. Niculescu i Lars-Erik Persson, Convex function and their applicati-
ons, A Contemporary Approach, Springer, 2006, 7-60.

36 |

Poucak 74.indd 36 @ 18.6.2018. 7:50:01



