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Brzina u prirodnim i druStvenim
znanostima

Anja Corn*

Sazetak

U matematici, diferencijalni i integralni ra¢un predstavljaju osnove
infinitezimalnog rac¢una koji imaju Siroku primjenu u svim znanos-
tima. Pojam derivacije nezavisno su uveli engleski matematicar, fizi-
¢ar i astronom Isaac Newton i njemacki matematicar, fizicar i filozof
Gottfried Wilhelm Leibniz. Newton je do koncepta derivacije dosao
proucavajuéi problem brzine tijela u danom trenutku, dok se Leibniz
bavio problemom tangente na danu krivulju. U ovom radu prikazat ¢u
neke primjene derivacije kao mjere promjene u fizici, biologiji, kemiji
te ekonomiji.
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Rates of change in natural and social science
Abstract

In mathematics, the differential and integral calculus are the basics
of calculus, which is widely used in all sciences. The notion of deriva-
tive was independently introduced by English mathematician, physi-
cist and astronomer Isaac Newton and German mathematician, physi-
cist and philosopher Gottfried Wilhelm Leibniz. Newton came to the
concept of derivative by studying the problem of the instantaneous
velocity, while Leibniz dealt with the problem of tangent to a given
curve. In this paper, we will present application of the derivative as a
rate of change in physics, biology, chemistry and economics.
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1 Pojam derivacije

Isaac Newton i Gottfried Wilhelm Leibniz nezavisno su jedan o drugome
dosli do koncepta derivacije funkcije. Newton je do tog koncepta doSao
1666. godine proucavajuéi problem brzine tijela u danom trenutku, dok
je Leibniz do toga doSao 1674. godine bavedi se problemom tangente na
graf funkcije. lako se Newton poceo tim problemom baviti prije Leibniza,
Leibniz je bio prvi koji je objavio svoje zakljucke.

Pogledajmo prvo Leibnizov pristup problemu tangente. Nekaje f : I — R
proizvoljna funkcija, I C R otvoreni interval i xy € I. Promotrimo sekantu
grafa funkcije f kroz tocke A = (xo, f(xp)) i B = (xo + Ax, f(xo + Ax))
(slika[T). Nagib sekante, odnosno njen koeficijent smjera dan je izrazom

b, =g = L0080 = floa)

Kako se tocka B priblizava tocki A, tako se Ax priblizava 0 pa, ako je funkcija
u tocki xg ,,dovoljno lijepa”, sekanta prelazi u tangentu. Stoga je

_ o flxo+Ax) — f(xo)
e =t = fim, TR

. 1)

Broj dan izrazom (1) naziva se derivacija funkcije f u tocki x¢ (uz pretpos-
tavku da postoji taj limes). Stoga se derivacija funkcije u tocki xp moze
geometrijski interpretirati kao nagib tangente u pripadnoj tocki grafa.

J(xo+ Ax)

F(@o)

Slika 1: Problem tangente
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BRZINA U PRIRODNIM I DRUSTVENIM ZNANOSTIMA

Analizirajmo sada derivaciju kao alat za ra¢unanje brzine u fizici. Neka
se materijalna tocka giba po pravcu te se u ¢asu t nalazi na mjestu s(t).
Ukoliko se materijalna tocka krene gibati u trenutku f, a zavrsi u trenutku
to + At tada je presla put As = s(ty + At) — s(tp). Prosje¢na brzina kojom
se ona gibala iznosi:

As  s(tg+ At) —s(to)

UTA T Af

Pretpostavimo da nas zanima prosjecna brzina kojom se giba materijalna
tocka, ali na sve kra¢im i kra¢im intervalima (At — 0). U tom slucaju defi-
niramo trenutnu brzinu u trenutku g kao limes prosjecne brzine, odnosno

. S(to+ At) —s(tg
o) = fom, 22

Stoga brzinu mozemo definirati kao mjeru promjene polozaja tijela u jedi-
nici vremena.

Na temelju Leibnizovog i prethodnog pristupa derivaciji uvodimo slje-
decu definiciju:

Definicija 1.1. Neka je I C R otvoren interval. KaZemo da je funkcija
f I = R derivabilna ili diferencijabilna u tocki x¢ € I, ako postoji limes

tim £ (0 8%) — f(x0)
Ax—0 Ax

. @)

Ako limes (2) postoji, zovemo ga derivacija funkcije f u tocki xg i oznaca-
vamo s f'(xg).

2 Brzina u prirodnim i drustvenim znanostima

U svakom podrudju zivota u kojemu dolazi do promjena, pojam derivacije
je od velike vaznosti jer njenom primjenom ljudi mogu uvelike utjecati na
poboljSanje kvalitete Zivota. Iz tog razloga, u ovom poglavlju prikazat éemo
neke od primjena brzine u fizici, kemiji, biologiji i ekonomiji.

2.1 Fizika

Kao sto je ve¢ spomenuto u Newtonovom pristupu derivaciji, brzina pred-
stavlja mjeru promjene poloZaja tijela u jedinici vremena, v(t) = s'(t) i
mjeri se u m/s. Tijelo tijekom gibanja moZe ubrzavati ili usporavati. Na-
vedenu promjenu pri gibanju nazivamo akceleracija, te se ona definira kao
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promjena brzine u ovisnosti o vremenu ¢ i oznacava s a(t) = o(t). Uko-
liko tijelo ubrzava tada je akceleracija pozitivnog predznaka, dok negativni
predznak oznacava usporavanje. U kinematici postoji primjena i trece de-
rivacije puta, $to predstavlja mjeru promjene akceleracije i naziva se trzaj.
Oznaka za trzaj u trenutku t je j(t) = a’(t) i mjeri se u m/s>.

Takoder, derivacija je pronasla svoju primjenu i u dinamici. Ukoliko ko-
li¢inu gibanja p izrazimo pomodéu p = mv, pri ¢emu je m masa tijela, a v
njegova brzina tada Drugi Newtonov zakon kaze: Brzina promjene koli¢ine
gibanja jednaka je sili F koja djeluje na tijelo. Odnosno, kod pravocrtnog
gibanja

d
F = E(mv)
Ukoliko je masa konstantna, gornji izraz ekvivalentan je jednostavnijem
izrazu p
F= md—?; =ma.

Jo$ jedna od primjena pojavljuje se u elektromagnetizmu. Ukoliko pro-
matramo koli¢inu naboja koji prode presjekom vodica u jedini¢nom vre-
menskom intervalu, tada dobivamo jakost struje. Ako I(t) predstavljajakost
struje u trenutku ¢, a Q(f) koli¢inu naboja u istom trenutku tada je

1) = 1im 29 = o'(p).

=l
At—0 At

Mjerna jedinica za jakost struje je ampelﬂ (A).

Slika 2: Protok naboja kroz vodi¢

Zadatak 1. Tocka mase m titra uzduZz osi x tako da je u trenutku f njena
udaljenost od ravnoteznog poloZaja dana jednadzbom

x(t) = Ae=M cos(wt + @),

1Mjerna jedinica je dobila naziv po francuskom matematic¢aru, fizicaru, kemicaru i filozofu
A. M. Ampereu (1775.-1836.)
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gdje su: A amplituda, A faktor prigusenja, w frekvencija te ¢y pocetna faza.
Odredi brzinu gibanja tocke, njeno ubrzanje te silu koja djeluje na nju.

Rjeenje. Brzinu gibanja tocke odreduje derivacija puta, odnosno
o(t) = x/(t)
= —AAe M cos(wt + ¢g) — wAe M sin(wt + @)
= —Ae M (A cos(wt + @p) + wsin(wt + p)),

a ubrzanje iznosi

a(t) = /(1)
= AAe M (Acos(wt + @g) + wsin(wt + @g)) —
— Ae™™M (= Awsin(wt + @) + w? cos(wt + @p))
- Ae*)‘t((/\z — w?) cos(wt + @g) + 2Aw sin(wt + $0))-

Sila koja djeluje na toc¢ku dobije se uz pomo¢ formule F(t) = ma(t). Stoga
sila iznosi

F(t) = mAe ™M (()\2 — w?) cos(wt + @g) + 2Aw sin(wt + qoo)>.

2.2 Kemija

U kemiji je vaZan objekt proucavanja kemijska reakcija koja se definira kao

proces u kojemu se pregrupiraju kemijske veze pri cemu nastaju nove tvari ([3]).

Ne odvijaju se sve kemijske reakcije jednako brzo, te su kemicari istrazujudi

dosli do zaklju¢ka kako na brzinu kemijske reakcije utje¢u koncentracije,

temperatura, agregatno stanje reaktanata, grada cestica te katalizatori.
Neka, primjerice, kemijska reakcija ima jednadzbu

A+B—=C+D,

priemusus AiB oznaceni reaktanti, a s C i D produkti. Mnozinska kon-
centracija tvari je omjer mnoZzine tvari i volumena otopine, oznacava se s
[A] te se mjeri u molima po litri pri ¢emu 1mol iznosi 6.022 - 102 mole-
kula.

Koncentracije se tijekom reakcije mijenjaju, stoga veli¢ine [A], [B], [C] i
[D] ovise o vremenu f. Prosje¢na brzina kojom se stvara produkt C u vre-
menskom intervalu (t1, t) dana je izrazom

A[C] _ [Cl(t2) = [C](t)

At th — H
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Tijekom kemijske reakcije koncentracije reaktanata se smanjuju, a koncen-
tracije produkata rastu.

Za proucavanje kinetike kemijske reakcije kemi¢arima je od vece vaznosti
brzina reakcije koja se definira s

_ 14l
vy dt

gdje je v; stehiometrijski koeficijent sudionika | (za reaktante se stehiome-
trijski koeficijent uzima s negativnim predznakom).
Na primjer, neka kemijska reakcija ima jednadzbu

/n+2HCl — ZHC12+H2.

Tada je
_ d[Zn] _ 1dHC] _d[ZnCl]  d[H,]
CTTTar T T2 A T ar
tj., brzina kojom se trosi cink Zn jednaka je brzini kojom se stvara cinkov
klorid Zn Cly, ali je brzina kojom se trosi solna kiselina H Cl dvostruko veca

od brzine kojom se stvara cinkov klorid.

Zadatak 2. Promotrimo kemijsku reakciju u kojoj iz jedne molekule reak-
tanta A i jedne molekule reaktanta B nastaje jedna molekula produkta C:

A+B—C

te neka na pocetku kemijske reakcije koncentracije reaktanata iznose [A] =
[B] = m mol/1. Neka je tada koncentracija produkta C dana izrazom

m?kt
1O = gt

1. Odredite brzinu kemijske reakcije u trenutku t.

k = konst.

2. Sto se dogada s koncentracijom produkta za t — o0 ?
3. Sto se dogada s brzinom kemijske reakcije za t — oo ?
RjeSenje. 1. Brzina kemijske reakcije u trenutku t iznosi

d[C]  m*k(mkt + 1) — m>kt - mk
dt (mkt +1)2
_ m*k
- (mkt +1)%°
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2. Kako bismo saznali $to se dogada s koncentracijom nakon dovoljno
vremena potrebno je odrediti sljededi limes:

. . m>kt
U= B k1 =
Odatle zaklju¢ujemo da ako kemijska reakcija traje dovoljno dugo,
tada se koncentracija produkta priblizava koncentracijama reaktanata
na pocetku kemijske reakcije.

3. Kako bismo saznali $to se dogada s brzinom kemijske reakcije nakon
dovoljno vremena potrebno je odrediti sljede¢i limes:

. dicy m’k
i = i ez =

Odatle zaklju¢ujemo kako se s vremenom brzina kemijske reakcije
smanjuje te da se nakon odredenog vremena viSe ne moZze opaziti
promjena. <

2.3 Biologija

Neka P(t) predstavlja broj jedinki u nekoj populaciji (ljudi, biljke, zivotinje,
bakterije, ...) u vremenskom trenutku t. Tada P’(t) opisuje brzinu rasta
populacije u tom trenutku. VaZzno je primijetiti kako je brojjedinki prirodan
broj, stoga se ne moze govoriti o derivabilnosti funkcije P. Medutim, kod
velikog broja populacije funkciju P moZemo aproksimirati nekom glatkom
funkcijom. Sljedeca dva modela pokazat ¢e kojim funkcijama se najcesée
aproksimira P.

Prvi je Malthusov model koji je najjednostavniji model za promatranje br-
zine rasta populacije. Malthus je pretpostavio kako je brzina rasta populacije
u trenutku t proporcionalna broju jedinki u tom trenutku:

dP(t)
T kP(t).
Ukoliko je k < 0 tada se radi o padu populacije, a za k > 0 o rastu po-
pulacije. Rjegenje ove diferencijalne jednadzbe je P(t) = P(0)ekt, odnosno
funkcija P aproksimirana je eksponencijalnom funkcijom. Navedeni mo-
del nije precizan jer predvida kontinuirani rast populacije, $to dovodi do
neogranicenog rasta populacije. No, to u stvarnosti nije moguce jer pri-
rodni sustavi najéesée zbog ogranicenja svojih resursa ne mogu prihvatiti
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neograni¢enu populaciju.

Promotrimo precizniji model koji je predloZio matematicar Verhulst. On
je pretpostavio kako je brzina rasta populacije u ograni¢enom Zivotnom gggﬁ Yi’gﬁ’;sf
prostoru u trenutku ¢ proporcionalna broju jedinki P(t) u tom trenutku i belgijski
ovisi o veli¢ini bioloskog potencijala. Njegov model je korekiniji jer popu- ~ "afematicar
lacija P u pocetku raste eksponencijalno, ali priblizavanjem maksimalnom
bioloskom potencijalu njen rast se smanjuje. Razlog tome je $to tada dolazi
do borbe za hranom, prostorom, itd. Verhulstov model poznat je jo$ i pod
nazivom logisticki model te je dan izrazom

P P(t)
L (1_K>,

pri ¢emu K oznacava maksimalni bioloski potencijal. RjeSenje ove diferen-
cijalne jednadzbe je
K

e (SR)e

U sljede¢im zadacima mogu se vidjeti jo$ neki primjeri brzine u biologiji.

P(t)

Zadatak 3. Broj stanica kvasca u laboratoriju na pocetku naglo se povecava,
no polako opada brzina povecanja. Populacija kvasca modelirana je funk-
cijom

a

P(t) = ——
1) = T geom

gdje je vrijeme t mjereno u satima. U trenutku ¢t = 0 populacija kvasca
iznosi 20 stanica i raste brzinom od 12 stanica na sat. Pronadite vrijednost
konstanti a i b. Prema ovom modelu, $to se dogada s brojem stanica kvasca
gledano dugoro¢no?

Rjesenje. Uvrstavanjem P(0) = 20 dobivamo

a

0=—
0= 15070’

odakle slijedi da je 2 = 20(1 + b).
Brzina rasta populacije kvasca dana je formulom

dp (b = 0.7abe 07t
dt (14 be 07t)2
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te uvrstavanjem iz uvjeta zadataka P’(0) = 12 dobivamo

0.7ab
12 = —.
(1+0)?
Primijetimo kako za konstantu b vrijedi b # —1, u suprotnom funkcija ne
bi bila dobro definirana. Uvrstavanjem a = 20(1 + b) u posljednji izraz
dobivamo sljedece vrijednosti: b = 6 i a = 140. Kako bismo odredili $to se
dogada s brojem stanica kvasca nakon dovoljno dugo vremena potrebno je
izrac¢unati sljededi limes:
. 140
10, T4 07 — 140
Iz gornjeg izraza zaklju¢ujemo kako nakon dovoljno dugo vremena broj
stanica kvasca naraste do 140 te viSe ne raste. <

Zadatak 4. Arterioskleroza poc¢inje tijekom djetinjstva kada se naslage (me-
kani slojevi masnog tkiva) oblikuju na stijenkama arterija (slika [B), bloki-
rajuéi krvotok kroz arterije te zbog toga arterioskleroza dovodi do sréanih
udara i gangrene.

Pretpostavimo da je idealni presjek aorte u abdomenu krug s polumje-
rom a = 1 cm te pretpostavimo, kao $to je navedeno u [6], da je debljina
naslaga /1 mjerena u cm dana izrazom

h=g(t) =1—0.01/10000 — 12,

pri ¢emu t oznacava starost mjerenu u godinama. Odredite stopu kojom se
proto¢no podrucje aorte smanjuje u trenutku kada je osoba stara 40 godina.

."f a A
[ h .‘I

-—
A |

Slika 3: Presjek aorte

Rjesenje. Podrudje aorte koje nije zahvaceno naslagama predstavlja povr-
§inu kruga polumjera r = 1 — h te se dobiva po formuli A = f(h) =
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7(1 — h)?. Stopa kojom se proto¢no podrudje aorte smanjuje iznosi

dA _dA dh
dt ~ dh dt

1 —2t

0.01¢

=—27(1—h)——
( )\/10 000 — 2

~0.027t(1— h)

V10000 — 2

U trenutku kada je osoba stara 40 godina debljina naslaga na aorti iznosi

h = g(40) =1 —0.011/10000 — 402 ~ 0.0835 cm.

Stogaje A’(40) = —0.0087r ~ —0.025 [cm? / god] iz Cega zakljucujemo kako
se kod osobe stare 40 godina podrucje koje nije zahvadeno naslagama sma-
njuje brzinom od 0.025 cm? godi&nje. <

2.4 Ekonomija

Nekaje C : N — R funkcija troska, tj. neka C(x) predstavlja trogak tvrtke
za proizvodnju x jedinica nekog proizvoda. lako je funkcija C definirana
samo na skupu prirodnih brojeva, kako bismo mogli koristiti derivaciju,
smatrat ¢emo da je varijabla x nenegativan realan broj. Marginalni trosak
predstavlja mjeru promjene funkcije troska

C'(x) = lim C(x + Ax) — C(x)
Ax—0 Ax '

)

Ukoliko u izraz (3) uvrstimo Ax = 1, za dovoljno velike x dobivamo izraz
C'(x) = C(x +1) = C(x).

Stoga marginalni troSak mjeri koliko bi tvrtka trebala uloziti kako bi pro-
izvodnju povecali s x proizvoda na x + 1 proizvod. Funkcija troska najcesce
se modelira polinomom treéeg stupnja oblika

C(x) = a+ bx + cx? +dx®

gdje konstanta a predstavlja cijenu reZija i odrzavanja, b cijenu materijala,
dok konstante c i d predstavljaju cijenu rada.
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Neka R(x) predstavlja prihod koji tvrtka ostvaruje od prodaje x jedi-
nica odredene robe. Ukoliko tvrtka napla¢uje p kuna po jedinici tada je
funkcija prihoda dana izrazom R(x) = px. Prodajna cijena p jedinice pro-
izvoda vezana je uz potraznju za koli¢inom od x jedinica toga proizvoda,
$to nazivamo koli¢inom potraznje, a njihov medusobni odnos naziva se jed-
nadzba potraZnje. RjeSavanjem jednadZbe potraznje za p u ovisnosti o x do-
biva se funkcija cijene jedinice proizvoda te stoga funkcija R poprima oblik
R(x) = xf(x). Marginalni prihod daje aktualan prihod ostvaren od pro-
daje dodatne jedinice proizvoda pod uvjetom da je prodaja ve¢ na odrede-
nom stupnju. Stoga R’ mjeri stopu promjene funkcije prihoda.

Ukoliko tvrtku zanima koliki je njezin profit, odnosno zarada, tada ona
promatra funkciju profita P koja je dana izrazom

P(x) = R(x) — C(x)

pri ¢emu su gore navedene funkcije R i C funkcija prihoda odnosno funk-
cija troska. Jednostavno rec¢eno, tvrtka ra¢una kolika je njena ,,¢ista” zarada
nakon $to se od prihoda odbije iznos koji je potreban za proizvodnju pro-
izvoda. Tada P’(x) mjeri stopu trenutacne zarade (P’'(x) > 0) ili gubitka
(P'(x) < 0) koji je ostvaren prodajom (x + 1)-ve jedinice proizvoda uz pret-
postavku da je ve¢ prodano x jedinica toga proizvoda.

Na sljedeéem primjeru pogledajmo primjenu funkcije troska, prihoda i
zarade.

Zadatak 5. Tjedna potraznja za LED televizorima iznosi
p = 6000 — 0.05x (0 < x <120000)

gdje p predstavlja jedini¢nu cijenu LED televizora u kunama, a x koli¢inu
potraZnje. Funkcija troska za proizvodnju LED televizora dana je izrazom

C(x) = 80000 + 400x — 0.03x2 + 0.000002:x°.

1. Odredite C’(2000) i objasnite znacenje dobivenog broja. Sto taj broj
predstavlja? Usporedite predvideni i stvarni trosak proizvodnje dvije
tisue prvog proizvoda.

2. Pronadite funkciju profita, odredite P'(2000) te objasnite znacenje
dobivenog broja.

Rjesenje. 1. Marginalni trogak je oblika C’(x) = 400 — 0.06x + 0.000006x>.
Stogaje C'(2000) = 304 kn po jedinici proizvoda. Dobiveni broj pred-
stavlja troSak proizvodnje 2001. LED televizora. Dok stvarni tro-
Sak proizvodnje 2001. LED televizora iznosi C(2001) — C(2000) =
303.982 kn . Iz dobivenih rezultata mozemo zakljuciti da je predvi-
deni troSak proizvodnje vrlo precizan.
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2. Kako bismo odredili funkciju profita, najprije je potrebno odrediti
funkciju prihoda

R(x) = xp = 6000x — 0.05x>.
Stoga je funkcija profita dana izrazom

P(x) =R(x) — C(x)
= — 80000 + 5600x — 0.02x% — 0.000002x°.

Stopa profita je stoga
P'(x) = 5600 — 0.04x — 0.000006x>

iz Cega slijedi P'(2000) = 5496 pa je prodajom 2001. LED televizora
ostvaren profit od 5496 kn. <

Promotrimo jo$ jednu vaznu primjenu derivacije u ekonomiji poznatu
pod nazivom neprekidno ukamacivanje. Oznacimo li s C iznos novca koji Ze-
limo uloziti u nekom trenutku tada taj iznos nazivamo glavnica (ili kapital).
Po isteku danog roka posudena glavnica donijet ée kamatu I, ¢iji iznos ovisi
o kamatnoj stopi p, o vremenu posudivanja te o na¢inu obrac¢una.

Nakon 7 godina glavnica C uz godi$nju kamatnu stopu p porast ¢e na
iznos p oy
=C({14+-—=]) .
G =C(1+ 1)

No, ¢esto se obra¢un kamata izvrsava u kraé¢im vremenskim intervalima
(polugodisnji, kvartalni, mjese¢ni, dnevni obra¢un kamata). Ukoliko se
ukamacivanje obavlja m puta godiSnje, tada je iznos glavnice na kraju n-

te godine:
. p mn
Co=C(1+ g50m)

Promotrimo $to se dogada kada se ulog C ukamacuje svakog trenutka

Cp = lim c(1+ L)mn

m—»oo 100m
= lim C(1+ )
P
np
—Cemﬁool 0
—CeTh. @)
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Derivacija izraza (@) je oblika

=P cots = P
" 100 100
iz Cega zakljucujemo kako je brzina rasta glavnice u trenutku n proporci-
onalna iznosu glavnice u tom trenutku.

2.5 Brzina u drugim znanostima

Mnoge su primjene brzine (tj. mjere promjene neke veli¢ine) u znanostima.
Tako se u sociologiji brzina koristi u analizi Sirenja glasina ili novosti, u
medicini pri proucavanju brzine utjecaja lijekova na pacijente, u psihologiji
psiholozi proucavaju stopu pobolj$anja ucenja tijekom odredenog vremen-
skog perioda, dok meteorologe zanima stopa promjene atmosferskog tlaka
s promjenom nadmorske visine. Pored toga, u arhitekturi i urbanizmu br-
zina se koristi za proucavanje stope promjene gustoce populacije u ovis-
nosti o udaljenosti od centra grada dok geolozi prouc¢avaju brzinu hladenja
lave.

Svi navedeni primjeri pokazuju kako je upotreba derivacije rasprostra-
njena u svim podrudjima znanosti te da je otkrice derivacije uvelike pomo-
glo znanstvenicima u proucavanju raznih pojava u svakodnevnom Zivotu.
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