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Cauchy-Schwarz-Bunjakovski nejednakost Eulerov graf Eulerova nejednakost
fraktali Morleyev teorem o trisekciji kutova nastava matematike vizualni dokazi
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Veleuciliste u Bjelovaru

Uvod

Za poducavanje matematike potrebna je kreativnost, mastovitost, odlu¢nost,
upornost, dosljednost i marljivost. Istim rijeCima mozemo opisati i vizualne
dokaze koji su posebno dragi ucenicima, studentima, nastavnicima i svima
onima koji vole matematiku. Koristeci stara znanja dolazimo do novih ideja i
u ovom ¢lanku prikazat ¢éemo neke od vizualnih kratkih i elegantnijih dokaza.
Ovaj ¢lanak, kao i prethodni, posvecujemo nasim dragim prijateljima,
uditeljma, profesorima Borisu Pavkovi¢u (1931. —2006.) i akademiku Sibi
Mardesicu (1927. —2016.).

1 Eulerova nejednakost

Eulerova nejednakost koja datira iz 1765. godine glasi: opisana kruznica
trokuta je barem dvostruko duza od upisane kruznice, odnosno

R > 2r. (1)
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Slika 1: Upisana i opisana kruznica trokutu ABC

Povrsina trokuta

abc

P:Ezrs:\/s(s—a)(s—b)(s—c), (2)

pri ¢emu je s = %(a—i—b—i—c).

R>2r & abc>8(s—a)(s—b)(s—c) & (z+y)(y+2)(z+z) > 8zyz.
S—— N (3)

=T =y =z
Primjenom aritmeti¢ko-geometrijske nejednakosti

x+y _
2 2> /Ty 4)

i dvije slicne dobivamo zadnju nejednakost. Jednakost u Eulerovoj
nejednakosti postize se ako i samo ako je trokut jednakostranican..
Napomenimo usput da A-G nejednakost za tri varijable daje

S

(s-a)s -t -0 < (3)" ©)

Stoga za povrsSinu trokuta imamo

2

S

33

P= \/s(s—a)(s—b)(s—c) < (6)

2 0f 16



Vizualni i kratki dokazi - prilog kreativnoj nastavi matematike (2.dio) | m...

3o0f 16

To je izoperimetrijska nejednakost za trokut s jednakosc¢u ako i samo ako je
trokut jednakostrani¢an. Koriste¢i A-G nejednakosti, Eulerova nejednakost
ima i hiperboli¢ku verziju (za trokute kojima se moze opisati kruznica) koja
glasi

tanh(R) > 2 tanh(r) (7)

i slicno za sfernu geometriju (v.[8]). Za n-dimenzionalni euklidski simpleks
Eulerova nejednakost je

R > nr. (8)

Dokaz je neodekivano jednostavan; provodimo ga u dimenziji n = 3 (iako
doslovce isti dokaz ide u svim dimenzijama). Neka je A = A(vg, vy, v, v3)
tetraedar i R = R(A) radijus opisane mu kugle. Neka je ¢; teZiste (tj.
radijvektor centroida) strane tetraedra nasuprot vrha (radijvektora) v;. Tada
je (kao vektor)

1
= g(’Ul + vy +U3), (9)

itd. Sada je lako provijeriti da su A i A(cg, ¢1, €2, c3) sliéni tetraedri s
koeficijentom sli¢nosti 3, pa je udaljenost

1
d(Ci,Cj) = gd(vi,ij (10)
za sve 1, J. Iz ove sli¢nosti slijedi

R = R(A) = 3R(A(cp, c1, ¢, ¢3))- (11)

Kugla kojoj je radijus manji od upisane kugle ne moze sjeci sve strane
tetraedra, pa je stoga

R(A(co,c1,¢0,¢3)) > 7 (12)
Odavde slijedi
R =3R(A(cy,c1,ca,c3)) > 3. (13)

Jednakost vrijedi ako i samo ako se radi o pravilnom tetraedru.
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2 Cauchy-Schwarz-Bunjakovski (CSB)

nejednakost

Cauchy-Schwarz-Bunjakovski nejednakost za dva vektora £ — (a, b) i
y = (¢, d), gdje su a, b, ¢, d realni brojevi, glasi:

(a2 + b2) (02 + d2) > (ac + bd)?. (14)

Oslobadanjem zagrada s lijeve i desne strane dobivamo ekvivalentnu
nejednakost

(ad)? + (be)® > 2abed, (15)

Sto je upravo A-G nejednakost za dvije varijable. CSB nejednakost takoder
slijedi iz Fermatovog teorema o dva kvadrata a kaze da je produkt sume dva
kvadrata opet suma dva kvadrata ili formulom

(a® +b?) (¢ +d?) = (ac + bd)*> + (ad — bc)®.  (16)

Opca CSB nejednakost

(@, y)| < ][] |yl] (17)

(to je zapravo posljedica jednakosti HuvH2 = Hu||2||vH2, gdje je
u = a + bi, v = ¢+ di), slijedi iz dviju jednostavnih geometrijskih
&injenica: skalarni produkt (nenul) vektora x, y € C"

(z,y) = ||z|[||yl| cos £(z,y) (18)

|cos L (z,y)| < 1. (19)

S druge pak strane, algebarski dokaz CSB nejednakosti slijedi jednostavno iz
Lagrangeovog identiteta

z||ly||* = (z,9)* + Z (wiy; — z59:)". (20)

i<j
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Drugi nacin da se analiti¢ki dokaze CSB nejednakost jest nenegativnost
realne kvadratne funkcije

n

ft) = Z (it + i) (1)

1=1

U svakom slucaju vidimo da su A-G i CSB nejednakosti dva jednakomoc¢na
(ekvivalentna) nacela. Dvije svjetske klasi¢ne knjige o nejednakostima koje
odisu elegancijom su [9] i [10] (a i mi ih navodimo u [7] i [8]). CSB vrijedi i
opcenitije u bilo kojem vektorskom prostoru (nad poljem realnih ili
kompleksnih brojeva) sa skalarnim produktom i glasi |(u, v)| < ||ul|||v]|.

3 Motzkinov primjer

Navest ¢emo jednu lijepu primjenu A-G nejednakosti u algebri. Na 2.
svjetskom matematickom kongresu u Parizu 1900. godine D. Hilbert je
postavio ¢uvena 23 problema (od kojih ni danas neki nisu rijeseni, npr. RH -
Riemannova hipoteza). Medu njima bio je 17. problem koji glasi: je li
nenegativni realni polinom zbroj kvadrata racionalnih funkcija? Godine 1927.
E. Artin potvrdno je odgovorio na Hilbertov 17. problem, ali je sve do 1967.
godine ostalo otvoreno pitanje je li realni nenegativni polinom suma kvadrata
realnih polinoma? Tada je E. Motzkin uocio polinom

F=fXY) =XV 4+ XY*+1-3X°Y> >0 (22)

(zbog A-G nejednakosti), a nije suma kvadrata realnih polinoma. Zaista,
pretpostavimo suprotno da je

f=2.1 (23)

zaneke f; € R[X,Y],i=1,2,3,---,n Otito svaki f; ima stupanj < 3, i
stoga je svaki f; linearna kombinacija monoma 1, X, Y, X%, XY,Y?, X3
, X2Y, XY?,Y3. No, X3 se ne moze pojaviti ni u kojem f;, jer bi se inace
X6 pojavio u f s pozitivnim koeficijentom. Sli¢no se ne moZe pojaviti ni Y3
pa ni X2, ni Y2, ni X, ni Y. Preostaje jedino da je f; oblika

fi =a; + leY‘i‘ CZ'XZY—F Clz.)(Yv2 . (24)

No tada je

dv=-3 (25)

Vol 33



Vizualni i kratki dokazi - prilog kreativnoj nastavi matematike (2.dio) | m...

6 of 16

Sto je kontradikcija.

4 Eulerov graf

Vratimo se malo matemati¢kom &arobnjaku L. Euleru (1707. —1783.). Iako
je od 1760-ih gotovo oslijepio, zapravo je tada postajao sve produktivniji.
Euler je matematicar s vise od 1500 objavljenih radova, $to ozbiljnih
rasprava, $to knjiga. Priblizio mu se jedino Paul Erd\H os (1913. —1996.) s
oko 1500 radova (s preko 500 koautora), vie o njemu saznat éemo u
sljedecoj tocki. Iako je tesko usporedivati vrijeme Eulera i Erd\H osa, ipak
mozemo reci da se radi o dva genijalna matematicara koji su zivjeli u
razmaku od oko 200 godina.

Za tzv.problem sedam mostova u Kénigsbergu ¢uo je Euler 1736.
godine, ali iako ga je odmabh rijesio, to je postalo opée poznato mnogo
kasnije. Problem ”7 mostova” glasi: moze li se, krenuvsi od kuée obiéi 7
mostova, proci svaki most to¢no jednom i vratiti se kuéi (vidjeti Sliku 2).)

/./ “ \\\
/ / \

/ / \

c’ﬁ / \

B
— P

| I:\/

\\ \\I /r'
N \ /

N /

Slika 2: Slika sedam mostova u Kdnigsbergu i pripadni model u teoriji
grafova

Stupanj vrha u grafu je broj bridova koji ulaze (ili izlaze) u vrh. Zbroj
stupnjeva svih vrhova (konac¢nog) grafa je dvostruki broj svih bridova. Na
slici 2 vidimo da su stupnjevi svih vrhova pridruzenog grafa neparni, a takva
(Eulerova) zatvorena Setnja je moguca ako i samo ako je stupanj svakog
vrha paran broj (dokaz vidjeti u [11]). Neformalno: koliko ulaza, toliko izlaza
u svaki vrh, ukupno paran broj. Ovo se smatra zacetkom teorije grafova, a
Eulerova formula za poliedre v — b + s — 2 (v- broj vrhova, b- broj bridova i
s- broj strana konveksnog poliedra) za¢etkom algebarske topologije.

Kad smo ve¢ kod genijalnih matematicara Eulera i Erd\H osa evo i njihova
dva manje poznata otvorena problema.

Euler (oko 1770. godine): Postoji li savrden Eulerov kvadar, tj. kvadar (cigla)
Ciji svi bridovi i sve dijagonale imaju cjelobrojne duljine?

Erd\H os (oko 1970. godine): Ako niz a,, € N ima svojstvo da red ) | a—ln

divergira, sadrzi li po volji dugacki aritmeticki niz? Ako se radi o nizu prostih
brojeva, onda je odgovor potvrdan (Green-Tao, 2010.).

5 Carobne &etvorine (ili magi¢ni kvadrati)
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Sve je broj, tumacio je Pitagora svojim sljedbenicima oko 500 g. pr. Kr. S
brojevima su bili o¢arani mnogi ljudi, a narocito matematicari.

The Man Who Loved Only Numbers naslov je knjige P. Hoffmana o
Paulu Erd\H osu. Kao dijete od 5-6 godina mali bi Paul ljudima radunao
koliko su sekundi upravo doZivjeli (100 godina je 3 milijarde, 153 milijuna i
600 tisuca sekundi) ili koliko bi vlakom trajalo (brzinom od 100 km/h)
putovanje od Zemlje do Sunca i sl. Erd\H os i drugi matematicki genijalci,
primjerice Gauss, Euler, Poincaré i Ramanujan su strjelovito brzo racunali.
No, isto tako mnogi su umjetnici bili opcinjeni brojevima i njihovim
¢arolijama. Tako su slikari Albrecht Durer (1471. —1528.) i njegov
suvremenik Leonardo da Vinci (1452. —1519.) bili odarani ¢arobnim
¢etvorinama (iliti magi¢nim kvadratima). U tim je tablicama zbroj brojeva u
svakom retku, stupcu i dijagonali isti (viSe o njima u Clanku [12] i knjizi

[14]).
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Slika 3: Durerovi magic¢ni kvadrati

2 T 6
9 5 1
4 3 8
Slika 3:
16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1
Slika 3:
7 12 1 14
2 13 8 11
16 3 10 5
9 6 15 4
Slika 3:
3 16 9 22 | 15
20 8 21 14 2
7 25 13 1 19
24 | 12 5 18 6
11 1 17 w | 23
Slika 3:
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69 46 73 | 54 96 64 37 15
93 | 34 89 26 39 | 43 98 62
e
48 | 67 52 | 75 84 76 25 | 57
32 | 95 28 87 23 | 59 82 78

Slika 8: Magicni kvadrat zrcaljenje znamenki
71101 | 127 | 179 | 139 | 47
367 | 13 | 173 | 59 | 17 | 37
113 | 61 97 | 197 | 167 31
103 | 53| 71| g9 | 151 | 199
7 |33 | 193 11| 83 |41
3 107 5 131 1090 | 311

Slika 9: Magicni kvadrat s prostim brojevima

Slika 9:

1 | 58 60 | 8 [ 63| 6| 61
16 | 55 14| 53] 9 |50 | 11| 52
17 142 [ 19| a4 | 24| 47| 22| 45
32 (30 | 30| 37| 25|34 |27 | 36
570 259 | 4 |6a| 7| 62| 5
56| 15 [ 54 |13 | 49| 10| 51 12
41|18 | 43| 20| 48| 23 | 46| 21
10| 31|38 [20 |33 | 26 | 35 | o8

Indijska Carobna Cetvorina

Slika 9: Magicni kvadrati

reda 8
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S A T 0 R
A R E P 0
T E N E T
[0} P E R A
R [0} T A S

Slika 12: Starolatinski slov¢ani magicni kvadrat

Na slici Jje.starolatinski slgv€anictnagicni kvadrat” koji se jednako cita
slijeva, zdesna, odozgo, odozdo, a znadi: orac¢ Arepo (ime) s mukom njive
ore. PokusSajte zamjenom slova dobiti i po koju hrvatsku ¢arobinu s nekim
znalenjem.

Obi¢no se pod magiénim kvadratom reda n > 3 smatra tablican X n
svih brojeva 1,2, 3, - - -, n? s istim zbrojem svakog retka, stupca i obiju
dijagonala; taj je zbroj

n(n? +1)

: 26
2 (26)

Postoji samo jedan magiéni kvadrat reda 3, svi ostali su dobiveni zrcaljenjem
i rotacijom jedan iz drugog. Magi¢nih kvadrata reda 4 ima to¢no 880, a reda
5 ima 275305224, a reda 6 priblizno 1. 7745 - 1019, Dalje se ne zna, ali se
zna da postoje magiéni kvadrati svakog reda n > 3 pa tako, primjerice, reda
n = googol = 101% pa i reda n = googolplex = 109°°9° itd. ali i

n = googol # googol # - - - # googo] gdje je a # b = a’. Mozete li
zamisliti tako veliki ali ipak “samo” konacan broj pri ¢emu ima barem googol
simbola # (od googol potjece i rije¢ “google”)? Postoje i magiéni
pravokutnici, éarobne (magi¢ne) kocke pa i magi¢ne 4D-kocke zvane
"tesseract”, itd. U rekreativnoj (ili zabavnoj) matematici razmatraju se i
magic¢ni trokuti, a umjesto zbroja razmatra se umnozak, itd. Magic¢ni kvadrati
su u srednjem vijeku nosSeni u procesijama kako bi svojom magijom otjerali

davla. Evo na kraju i ¢arobne Sesterokrake zvijezde (vidjeti sliku Y. Lksvakomouc oy pe. 1o

njenom vrhu postavljen je neki broj od 1 do 12 tako da su zbrojevi duZ svih
stranica jednaki 26. Ima i raznih drugih “magi¢nih likova”. Poopéenje 6
-zvijezde je n-zvijezda i na svakoj crti broj izmedu 1 i 2n s magi¢nim
zbrojem 4n + 2.
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Slika 13: Sesterokraka zvijezda

AN

Slika 13: Davidova zvijezda

Slika 13: Zvijezde

Mogu li se trokuti u prostoru (Davidova zvijezda) kao na slici Jazduajiti iivuc oy pe. 1o
(podebljani su nadvoznjaci) ? Pokusajte si docarati i nacrtati tri medusobno

uklijestena trokuta (ili kruznice). To su tzv. Borromeo prstenovi i to je i

povijesno i matematicko-topoloski zanimljiva pri¢a. O tome i drugim
matematicko-povijesnim zanimljivostima mozete procitati u [14]. Niz je

otvorenih problema u kombinatorici s magi¢nim likovima.

6 Kochova pahuljica i drugi fraktali

Podimo od jednakostrani¢nog trokuta i podijelimo mu svaku stranicu na tri
jednaka dijela. Ponavljaj: izbaci srednju treéinu i zamijeni je prema van s
ostale dvije stranice trokuta (vidjeti sliku 16). Ono Sto na limesu preostane
se naziva Kochova pahuljica. To je primjer svuda neprekidne, a nigdje
diferencijabilne krivulje. Njezin je opseg beskonacan, a povrsine 8/5
prvotnog trokuta. To je jedan od najjednostavnijih primjera fraktalnog skupa
ili krace fraktala.
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Slika 16: Kochova pahuljica

Sli¢ni primjer fraktala je rupidasti trokut Sierpirskog, koji se dobiva
ovako. Ponavljaj: izbaci srediSnji trokut s time da se pode od
jednakostrani¢nog trokuta. Na limesu preostaje rupicasti trokut Sierpifskog.

S
—_— —_— -
é -

Slika 17: Rupicasti trokut Sierpinskog

Sli¢no se dobiva i rupidasti tepih Sierpinskog tako da se iz kvadrata 3 X 3
izbaci srediSnji i one koji s njim dijele crtu i nastavi se tako (dakle,
izbacujemo sredisnji kriz od b kvadrati¢a). Analogon u 3D je

Mengerova spuzva, a dobije da se iz kocke 3 X 3 X 3 izbacuje sredisnja i
s njom dodirnih 6 kocaka i nastavlja tako u beskonacénost.

Slika 18: Rupicasti tepih Sierpinskog

Fraktalni objekti (tj. samosli¢ni objekti) objekti igraju vaznu ulogu u
suvremenoj teoriji kompleksnih funkcija, topologiji, dinamickim sustavima,
teorijskoj fizici i drugdje.
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7 Morleyevo c¢udo ili Morleyev teorem

Morleyevo éudo ili Morleyev teorem o trisekciji kutova datira iz 1899
. godine i kaze sljedece. Susjedni parovi trisektrisa kutova trokuta Cine
vrhove jednakostrani¢nog trokuta. Trisektrisa (ili trodjelnica) dijeli kut na tri
jednaka dijela. Prisjetimo se da se bisektrise ili simetrale (polovice) kutova
trokuta sijeku u srediStu upisane kruznice. Vrlo jednostavni dokaz te
¢injenice rabi samo sukladnost trokuta.

Dokaz 1. Morleyevog teorema.

Slika 19: Jednakostrani¢an trokut A PQR

Neka se trisektrise kutova trokuta A ABC sijeku u to¢kama P, @ i R kao
na slici J.neka.je ALRQ R Morleyev trokut polaznog trokuta A ABC'.
Tvrdimo da je A PQ R jednokostrani¢an. U dokazu ¢emo rabiti samo
sinusov poucak i formulu za trostruki kut (koji se lako dokaze iz adicijske
formule):

sin 3z = 3sinz — 4sin®z = 4sinzsina’sinz”  (27)

gdiejex’ =z + 3, 2" = (z') =z + 2?”
Neka su kutovi trokuta A = 3, B = 38, C' = 3+y; stoga

™
a+pf+y=

3 (28)

Neka je R radijus opisane kruznice /A ABC (razlikujte taj R i vrh R
A PQR). Tada je =2+ = 2R, itd. 1z sinusovog pouc¢ka za /A ABRi

sinA

A CPQ i "trostruke formule” dobivamo

|AR| = 8Rsin Bsinysin~y . (29)

Slijedi
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icQ| _ |CP]

sinB’ sina’

= 8Rsin asin S. (30)

Promotrimo trokut s jednom stranicom CQ i kutovima a’, 87 i7. 1z
sinusovog poucka slijedi da je taj trokut sukladan s A C'PQ). Stoga je

A B
‘PQ‘ = 8Rsinasin Bsiny = 8 Rsin gsin 3Sin§- (31)

Zbog simetri¢nosti ovog izraza slijedi

|PQ| = |QR| = |RP|, (32)

pa je A PQR jednakostrani¢an.
Dokaz 2 (”lov na kutove”).

Taj je dokaz sli¢an Dokazu 1; rabi sinusov poucak i trostruku formulu i
pokazuje da su kutovi trokuta PQ R svi jednaki % . Prepustamo ga ditatelju.

Dokaz 3 (planimetrijski)..

Zamislimo prvo da je trokut A PQ R jednakostrani¢an i produzimo AQ i
BPdoW,BRiCQdoU,te ARi CP do V. Tada je lako provijeriti da su
A URQ, A VRP i/ WPQ jednakokraéni i da su im kutovi uz baze
jednaki % — % itd.

Dakle, da bismo dokazali Morleyjev (ili Morleyev) poucak, podemo od
jednakostrani¢nog A PQR, konstruiramo prema van tocke U, V, W' s
odgovarajuéim kutovima uz baze PQ, QR i RP i neka je A sjecite od VR
i WQ itd. Tada nije teko provijeriti da je A ABC sli¢an polaznom trokutu,
tj. da ima kutove 4, Bi C'.

Zanimljivo je da se za analogni problem za trodjelnice stranica trokuta
umjesto kutova ne zna podrobniji opis figure dobivene analogno Morleyjevim
teoremu. /A ABC je afina slika pravilnog, pa kako afinitet ¢uva paralelnost,
slijedi da je PQ paralelno s AB itd., pa je /A PQR slicans A ABC, a
Sesterokut PWQURYV afino regularan. Ali mozemo li redi i nesto vise od od
toga? Primjerice, koji je koeficijent sli¢nosti i ima li taj Sesterokut neka
dodatna svojstva?

Takoder je otvoreno pitanje ima li nekih simetrija (skladnosti) Morleyev
tetraedar dobiven trisekcijama diedralnih kutova danog tetraedra (v.[28]).

Zakljucak

Koliko su vizualni i kratki dokazi vazni potvrdio je i hrvatski znanstvenik i
izumitelj Nikola Tesla (1856.-1943.) rije¢ima: "Mogu zahvaliti vizualizaciji za
sve Sto sam stvorio. Dogadaji iz mog Zivota i moja otkri¢a pred mojim oc¢ima
su stvarni, vidljivi kao i svaka pojava i predmet. U mladosti sam se toga
plasio neznajudi Sto je to zapravo, ali kasnije sam tu mo¢ primio kao dar i
bogatstvo. Njegovao sam ga i ljubomorno ¢uvao. Vizualizacijom sam na
vecini izuma vrsio i ispravke, a onda ih, tako zavrsene, pravio. Njome
rjeSavam i komplicirane matemati¢ke jednadzbe, a da ne ispisujem brojeve."
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