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Hrvatski matematicki elektronicki ¢asopis

Primjene Fourierove analize na konacnim
komutativnim grupama

Fourierova analiza konacne grupe

Vjekoslav Kova&?  Ljudevit Palle3

Sazetak. U ovom ¢lanku izlaZu se osnove Fourierove analize na konacnim Abelovim
grupama. Potom se dobiveni rezultati primjenjuju na raznovrsne zadatke u razli¢itim
matematickim granama: (linearnoj) algebri, geometriji ravnine, elementarnoj teoriji
brojeva i (aditivnoj) kombinatorici.

1 Fourierova transformacija

Fourierova analiza je opsezna matematicka disciplina koja se razvila iz razmatranja J.-B. J.
Fouriera (1768-1830) o razvojima u redove sastavljene od trigonometrijskih funkcija,
inicijalno u kontekstu proucavanja jednadzbe provodenja topline. Ve¢ oko dvije stotine
godina njezina mnogobrojna pitanja intrigiraju poznate matematicare, a i danas se nalaze
nove zanimljive primjene teorijskih rezultata. Svrha ovog Clanka je Citatelju pribliziti jedan
aspekt Fourierove analize na konac¢nim strukturama, koji ne iziskuje neko posebno
predznanje, za razliku od opcenite teorije. Tako se vec Citatelj sa znanjem srednjoskolske
matematike moze uvesti u ovo podrudje, a natjecatelji mogu nauciti poneki trik za
rjeSavanje prili¢no teskih zadataka.

Za prirodni broj d ozna&imo sa Z, skup ostataka pri dijeljenju s d, tj.
Zq:=1{0,1,2,3,...,d —2,d — 1}.

Na skupu Z, se podrazumijevaju operacije zbrajanja i mnoZenja modulo d, tj. nakon
izvréenog zbrajanja ili mnoZenja jo$ podijelimo rezultat s d i uzmemo samo ostatak pri
dijeljenju. Tako npr. na Z4 imamo sljedeée tablice zbrajanja i mnozenja.
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Fiksirajmo sada n € N i brojeve dy, . ..,d, € N\ {1} Kada pisemo

A=2y ®ZLas @ ®La,, (1)
tada smatramo da je A Kartezijev produkt skupova Zg, , . . . , Zq, na kojem se promatra
zbrajanje po koordinatama. Drugim rije¢ima, elementi od A su n-torke
r = (331,332, e ,.'I:n)koje se zbrajaju kao:

(m17m27"'7$n)+(ylay2>-"ayn) = (:El +yla$2 +y27'-'7mn +yn)

Cesto pisemo samo 0 umjesto n-torke samih nula, (0, 0,... ,0). Tako je npr. operacija
zbrajanja na Zg @ Zs opisana sljede¢om tablicom.

+ (0,0 (0,1) (1,0) (1,1)
(0,0)((0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
(0,1)((0,1) (0,0) (1,1) (1,0
(1,0)((1,0) (1,1) (0,0) (0,1)
(1,1)((1,1) (1,0) (0,1) (0,0)

Citatelj upoznat s pojmom grupe odmah ¢e prepoznati da je gore opisana struktura (A, +)

primjer konacne komutativne (ili Abelove) grupe. Obratno, poznato je da svaka konacna
komutativna grupa ima strukturu (1) za odredene parametre n i dy,...,d,. Zato miine
moramo raditi s opéenitim grupama, veée upravo s grupama A danima formulom (1).

Definirajmo preslikavanje F/ : A x A — C formulom

Bl ) (7)™ () . ()

za svake n-torke ¢ = (21, Ta,...,2,)i & = (£1,&,...,&,)iz A. Primijetimo da E

poprima vrijednosti u kompleksnim brojevima modula 1. Jedini razlog zasto lijevi argument

piemo latini¢nim slovom x, a desni grékim slovom &, je kako bismo naglasili da se oni
nalaze u dvije razli¢ite kopije od A, povezane preslikavanjem F.
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Propozicija 1. Preslikavanje £ ima sljedeéa svojstva (za svaki izbor od z, ¢, & { € A):

E(‘Z'+y) f) :E(Z) f)E(Z/f 5)7 E(Z” &+ () :E(Z’:f)E(‘% ()}

E(o) {) = 17 E('Z.’ 0) = ‘Z! E(_Z7 f) = E(‘Z’7 f)) E(z7 _S() = E(:Z’, f)}

_ [JA] ako je£ =0, _ [|A] akojezx = 0,
%‘: A:é) = 0  akojef#0, &ZA‘ Hé) = 0  akojex # 0.

Napomenimo da sa |S| oznacavamo broj elemenata kona¢nog skupa S.

Proof. Prvih Sest formula su direktne posljedice definicije od F, dok su posljednje dvije

ekvivalentne radi simetri¢nosti iste definicije obzirom na x i £. DokaZimo zadnju navedenu

formulu.

Za fiksirani = (:cl y Loy nn ,zn)sumiranjem po svim moguénostima koordinata od

§= (§1a§2> ‘e ,fn)dobivamo

& £
4l -1

Z E(:E, f) = Z eZm’zl/d1 e Z e?m'x"/dn (2)
(eA £=0 o0

Preostaje primijetiti da za z; # 0 vrijedi e2mz;/d; £ 1 pa formula za parcijalnu sumu

geometrijskog reda daje

&
dj—1 Qi
JZ: e2ﬂi$j/dj = 1— ™ = 1-1 =0
Pyt 1— e27rizj/dj 1— eZm‘z]-/dj ’
dok za z; = 0 imamo
d;—1 & d;—1
Z e27riz]-/dj _ E 1= dj-
=0 &=0
Produkt iz (2) nije jednak 0 samo kada je 1 = --- = &, = 0 i tada je jednak

dy - dy = A

Definicija 2. Fourierova transformacija funkcije /' : A — Cje nova funkcija f : A — C

definirana formulom

f(f) -':Zf(Z‘)E(Z’, £) zasvakif € A.

z€EA
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Primjer 3. (a) Ako je A = Z, i ako funkcije na A piSemo kao uredene &etvorke

f: (vaflaf27f3)a
tada je

~

f= (f0+f1+f2+f3» fot+ifi —fo—ifs, fo—f1+f2—f3, fo—ifl—f2+if3)-

(b) Ako je A = 7o @ Zs i ako funkcije na A pidemo kao uredene &etvorke

= (foo, fo1, fr0, f11)s
tada je

~

f= (f0,0 + fo1 + f1o0+ fi1, foo — for + fro — fu1, foo + for — fro — f11, foo — for — fro+ f1,1)-

Osnovna svojstva Fourierove transformacije dana su u sljede¢em teoremu.
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Teorem 4.
® [(a)] Vrijedi tzv. formula inverzije:

1

f@) = 5

Z 7 (&)E(z,€) zasvakiz € A.

EeA

Njom se polazna funkcija f : A — C moZe rekonstruirati iz svoje Fourierove

transformacije. Posebno, Fourierova transformacija je injektivna, tj. f = § implicira
f=g

® [(b)] Vrijedi Plancherelov identitet:
Y =AY @)
A TzEA
i opcenitije:
ST F©3© = A f(2)g(z)
(€A T€A

za proizvoljne funkcije f,g: A — C.

® [(c)] Ako je funkcija h : A — C definirana kao tzv. konvolucija funkcija
f,9:A—=C,

h(z) := Z f(y)g(z) zasvakiz € A,

Y2€A
ytz=x

sto pisemo h = f * g, tada vrijedi

h(€) = F(£)§(¢) zasvaki€ € A.

Drugim rije¢ima, Fourierova transformacija prevodi konvoluciju u obicni produkt.
® [(d)] Za funkciju f : A — C te za y,( € A definiramo nove funkcije
Tyf,M¢f: A — C formulama

(Tyf)(x) :== f(x —y), (Mcf)(z) = E(x,()f(x) zasvakix € A.

Njihove Fourierove transformacije su dane sa

(T,H)(€) = E(y, ) (€), M f)(€) =F(E+() zasvaki€ € A.

Slova T i M dolaze od rijeéi translacije i modulacije.
® [(e)] Fourierova transformacija je linearna, tj.

af + By = af + 83
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Proof. (a) Navedena formula je naprosto posljedica zamjene poretka u dvostrukoj sumaciji
i svojstava od F iz propozicije 1:

Seea F(OE@, )= Yeea Xyen FWEW, €)E(z, €)
= EyeA f(y) EgeA E(y —z,§) = ‘A‘f(z)

(b) Sli¢no kao i u prethodnom dijelu, zamjena redoslijeda sumiranja daje:

Seen F (O3 = Teca Coyen F(@)9() Bz, ) E(y, €)
= Zw,yEA f(x)@ deA E(z —y,§) = 'A’ ZzeA f(x)m

(c) Sumiranjem po z i rastavljanjem E(z,§) = E(y, &) E(z,§) dobivamo:

HO- Soen (S1n £0169)) B @8 = 5ycn FOEw.O o) (=0
(Sn 10Ew) (a9 ) = F®1(0)

(d) Ovo su takoder direktne posljedice definicija i propozicije 1:

(TyH)(©)= oen F@ — 9)E(2,8) = X, a f(2)E(z +1,8)
=Y ea f(@)E(z,6)E(y,£) = E(y,6)f (€),
(M F) (€)= Soen F(2)E(x, O E(2,8) = Yoen f(@)E(@,(+ ) = F(C+E).

(e) Ovdje jedino treba rastaviti kona¢nu sumu na dijelove koji se ti¢u funkcija f i g redom:

(@f +B9) ()= X,en (af(@) + By(x) ) (=, &)
=Y cn F(@)E(2,6) + BY e 9(2)E(z,€) = of (€) + B3(£).

2 Primjene u algebri

Vec i dosad navedeni koncepti dovoljni su za mastovite primjene na raznolike probleme.
Zapocinjemo s nekoliko jednostavnijih primjera iz linearne algebre ili algebre polinoma.

Zadatak 5. Koliko se najvise mozZe odabrati medusobno ortogonalnih vektora iz R1024 cije
su sve koordinate iz skupa {—1,1}?

Napomenimo da su vektori u,v € R™, u = (u1,...,uy), v = (v1,...,v,) ortogonalni ili
okomiti ako i samo ako je njihov skalarni produkt jednak 0, tj. vrijedi
u-v= Z}’zlujvj = (0. Za kompleksne vektore u, v € C™ definicija ortogonalnosti ostaje

ista, osim &to skalarni produkt postaje u - v = Z’]?:lujv_j.

Rjesenje.. U euklidskom prostoru R™ moze postojati najvise n u parovima ortogonalnih
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ne-nul vektora. Zato ¢e u naSem zadatku odgovor biti 1024 ako jo$ pronademo primjer koji
ima to¢no 1024 vektora.

Promotrimo grupu A = Z%O =75 @ --- @ Zs; ona otigledno ima 21 = 1024 elemenata.
—_———

10
Za svaki £ € A promotrimo vektor

u® = (E(x,é’) A A) (3)

duljine |A| = 1024. Kako se u formuli za F sada pojavljuju samo drugi korijeni iz jedinice
(tj. samo potencije od —1), zaklju¢ujemo da sve koordinate tog vektora pripadaju skupu
{—1, 1}. Primjenom propozicije 1 odmah se vidi da su vektori u* medusobno ortogonalni:

utou =) B, OE(y,§) = ) E(x—y,§ =0

EeA LeA (4)

ako je x # y.

Slika 1: Medusobno ortogonalni &1 vektori iz R8.

Pogledajte sliku 1 za analogni primjer u 23-dimenzionalnom euklidskom prostoru; vektori
su ovdje zapisani kao stupci. Naziru se fraktalni uzorci, koji nisu slucajni, ve¢ su posljedica
rekurzivnih relacija $to ih zadovoljava preslikavanje E za grupe A = Zg‘.

Zadatak 6. Neka je v = (vo, Vly... ,vm_l) € C™ vektor kojeg moZemo shvatiti kao
funkciju na Z, i pretpostavimo da vrijedi v(§) # 0 za svaki £ = 0,1,...,m — 1.
Dokazite da je sistem ciklickih permutacija od v linearno nezavisan.

Pod ciklickim permutacijama od v smatramo vektore

(vj,vj+1, <oy Um—1,V0,01,. .- »'Uj—l)
zaj=0,1,...,m — 1. Prisjetimo se i da je sistem vektora w1, w2, . . . , Wy, linearno
nezavisan ako &injenica Y 7 | apwy = 0 za neke skalare a1, g, . . ., o, implicira da svi

ti skalari moraju biti jednaki 0. Pritom O oznadava nul-vektor u odgovaraju¢em vektorskom
prostoru.
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Rjesenje.. Ovog puta radimo s kompleksnim funkcijama na grupi A = Z,,. Uo¢imo da je
gornji ciklicki permutirani vektor upravo T_jv, pri ¢emu opet koristimo notaciju iz (d)
dijela teorema 4. Prema tome, trebamo pokazati da su funkcije Tov, T1v, \ldots, T,,_1v
linearno nezavisne. Pretpostavimo da su ag, a1, .. .,an,_1 € C skalari takvi da je
?’zglajTj'u = 0. Zbog linearnosti Fourierove transformacije i (d) dijela teorema 4, za

svaki£ =0,1,...,m — 1 vrijedi

0=3 aTo© = | X a6, ) oo

pa po pretpostavci mora biti

3
L

a;E(j5,€) =0, tj. Zamu”” =0,

<
Il
(=)
8
m
>

pri éemu suu” : A — C, u”(§) := E(z, &) funkcije koje poistovjeéujemo s vektorima
danima formulom (3). Istim racunom (4) kao u prethodnom zadatku provjeri se da su ti
vektori u parovima ortogonalni. Zato su oni pogotovo i linearno nezavisni pa je

oy = a1 = = a,_1 = 0, &ime je dokazana traZzena tvrdnja.

Citatelju ostavljamo dva zadatka za viezbu.
Zadatak 7. Promotrite sve matrice tipa 2" X 2" (gdje je n prirodan broj) s elementima iz

skupa {—1, 1}. Pronadite najve¢u mogucu vrijednost determinante jedne od takvih
matrica.

Uputa.. Potrazite Hadamardovu nejednakost [5], koja ¢e vam dati gornju ogradu za takve
matrice A reda N = 2":

det A < NN/2 — gn2""

Sada konstruirajte primjer kada se postize jednakost koristeci racun iz zadatka 5.
Analogni problem je uvelike otvoren za matrice reda IN koji nije potencija broja 2 i zove se
Hadamardov problem.

Zadatak 8. Faktorizirajte polinom 5 varijabli,

P(.’BQ, T1,T2,T3, .'E4)= E;%:O 1?? +5 Z?:O xj_1$j$j+1(él?j_1$j+1 — 133)

4 2
+ 523‘:0 :13]'_2:17]':1?]'+2({B]'_2113j+2 — a:j) — 5:170:6133221331‘4,

na faktore s koeficijentima iz prstena

4
2mi /5 2mij/5 .
Zle /]: E aje i15y ag,aq, s, as, a4 € 7
=0

Napomenimo da se zbrajanje i oduzimanje indeksa u formuli za P shvacéaju modulo 5.
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Uputa.. Oznacite kratko € = €2™/5 i shvatite vektor varijabli x = (ar:g, xr1,T2,23, a:4) kao

funkciju na Zs. Koritenjem formule inverzije nakon duljeg ra¢una dobiva se

4 4
P(zg,z1,22,23,24) = Hff(j) = H(wg +elzy + e¥my + ¥as + eYay).
=0 =0

3 Primjene u geometriji

U ovom odjeljku bavimo se primjenama u planimetriji, tj. geometriji ravnine. Autor
sljedeceg zadatka je M. Roseman, a dolje opisano elegantno rjeSenje koriStenjem
Fourierove analize predlozio je I. J. Schoenberg [8].

Zadatak 9. Neka jen € N, n > 3. Definiramo niz n-terokuta (M k)z‘;g,

M* = AkAR .. A

n—1

u ravnini na sljedeéi nacin. Neka je M 0 proizvoljan. Za k > 1 vrhovi

Ak AR AR AR

1 -2 ""n-1

mnogokuta M¥ rekurzivno su definirani kao polovita stranica

n—17

k-1 pk—1 k—1 pAk—1 k-1 pAk—1 k-1 pk—1
AR AR AR AR AR gk gk

v g

mnogokuta M k=1 Dokazite da se mnogokuti (M k )zio “stis¢u” prema tocki, tj. preciznije,

da vrijedi
lim Ak = T
k—oo J
zaj=0,1,...,n — 1, pri éemu je T teziste od M°.

Slika 2: Niz peterokuta koji se stis¢e prema zajednickom tezistu.

RjeSenje.. Pogledajte sliku 2 za ilustraciju nekoliko iteracija u slu¢aju n = 5.

90f 18
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Uvedimo kompleksni koordinatni sustav u ravnini s ishodistem u to¢ki 1" i neka je z§k) eC

koordinata tocke A?. Shvatimo vektor

x =( (k) (k) (k) (k) )

2052 sy 2y 9y 21

kao kompleksnu funkciju na grupi A = Z,,. Rekurzivnu relaciju moZemo zapisati

1 (k1 .
+§z§-+1) zaj=0,1,...,n—1,

® 1

1 ey
Zj = 5

4

pri ¢emu indekse zbrajamo modulo 1, Sto se jos kompaktnije zapisuje

1 1
= —fi_ —T_1f_
fr 2fk 1+ 1fe-1,

uz notaciju iz (d) dijela teorema 4. KoriStenjem tog istog teorema dobivamo relaciju izmedu

Fourierovih transformacija:

Fr©=3F 110 + 3 B(-1,F11(8) = (1472 F1(8)
— e—m’{/n%(eﬂif/n + e—wiﬁ/n)fk_l (6) _ e—m'{/n cos %5 fk_l(g),

odakle je

J?k(f)‘ =

||~

cos ™8 |F1a(@)
n

pa iteriranjem dobivamo

it

COS

fr(6)

Fae). -

Po konstrukciji je

Fo@) =20+ 29 4 4 20, 420 =0
pa prema (5) slijedi ]?k(()) = 0 za svaki k > 0. S druge strane, zaé =1,2,...,n — 1
imamo ‘cos %5‘ < 1 te radi (5) postoji limes lim k—>oo’f k(f)‘ i iznosi 0. Konacno,

Plancherelov identitet iz teorema 4 daje

1 ~
lim zg.k) 2= —lim frOP =0,
k—o00 iz, N k—oo =

to znadi limk_>ooz§-k) =0zaj=0,1,...,n—1.
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Zadatak kojeg ostavljamo za vjeZbu Citatelju priliéno je tezak pa dajemo i detaljnu uputu.
Kao problem ga je postavio A. Bjorner, a rijesili su ga D. Svrtan, D. Sterc i I. Urbiha u
¢lanku [9], odakle je zadatak i preuzet.

Zadatak 10. Neka su 2y, 21, 22, 23, 24 kompleksni brojevi za koje vrijedi
o [()] |z0] = |21] = |22] = 23] = |24| = 1,
® [(i)] 20+ 21 + 2o+ 23 +24 =0,
® [(iii)] zo0z1 + 2120 + 2223 + 2324 + 2429 = 0.

Dokazite da oni leZe u vrhovima pravilnog peterokuta.

Uputa.. Petorku kompleksnih brojeva (2o, 21, 22, 23, 24) shvatite kao funkciju f na grupi
Zs i neka je njena Fourierova transformacija f = (wg,wl,wg,w3,w4). Iz drugog uvjeta

zakljucite wg = f (0) = 0 te potom iz prvog uvjeta i svojstava Fourierove transformacije
izvedite

wowy + w3wy +wywsz =0,  wiwy + wywz + wiwy = 0.

Tredi uvjet u zadatku se pak primjenom formule inverzije i wy = 0 transformira u

W W4 COS %’T —+ wyws oS \teaetstyle4?’T =0, tj. (\/5 - 1) WiwWy = (\/5 + 1) WoWs3.

Iz dobivenih jednakosti lako slijedi

((+) )-(a )

Diskutiranjem slucajeva zakljucite da je najvise jedan od brojeva wi, wa, w3, wy razlicit od
0. Preostat ée iskoristiti formulu inverzije.

w1 wsy ||W3|.

2+(\/5+1)‘w3

4 Primjene u teoriji brojeva
Autor sljedeceg rezultata je J. Bourgain [1], a njegov dokaz je preuzet iz knjige [11].

Zadatak 11. Neka je p prost broji S C {1,2,3,...,p — 1} skup takav da je
‘S| > p3/4. Dokazite da za svaki cijeli broj m postoje a1, as,b1,bs,c1,co € S takvi da
vrijedi

m = ajay + biby + cie2(mod \(p))).-

Rjesenje.. Koristec¢i operacije modulo p vidimo da zapravo treba svaki € Zp prikazati
kao

T =ajas + b1b2 +cico

za neke a1, az, by, bz, c1,c2 € S C Zy,. Zbog Cinjenice da je p prost, za svake 8,y € Zy,
s # 0 jednad?ba sz = y ima jedinstveno rjesenje = € Zp. Drugim rije¢ima, za svaki

s € Zp ~ {0} funkcija Z, — Z,, © — sz je bijekcija. Tu éemo tvrdnju visestruko
koristiti kod zamjene indeksa sumacije.
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Promotrimo funkciju f : Z, — C, f := Y sc9Xs.5, gdje XT oznatava karakteristi¢nu
funkciju skupa T te piemo s - S = {S.’L‘ TxE S}. Najprije primijetimo da je

(£*£* @)= X sy F@FOHE) = X ewnacs Xars(@) X 56) xer5(6)

atbte=zx
a = aias
=|b=0bby | =) amnacs 1 = brojtrazenih prikaza odz
ag,by,co€S
Cc = Clcz ajag+bybyteicg=z

pa zapravo trebamo dokazati da je (f * f* f)(x) > 0 za svaki z € Z,.

Fourierova transformacija od f je

FEO=I"D Xes@e™ 7 = [ =sy] = D" Y ™ = 3" %(s8).

seS zely scS yeS seS

Imamo f (0) = ‘S‘SZS(O) = ‘3‘2. Za £ # 0 su elementi s£ svi medusobno razli¢iti kako s
varira pa aritmeti¢ko-kvadratna nejednakost i Plancherelov identitet daju

1/2 1/2
Flof s (Sus|rstes]t) <[5 (S, istof)
1/2
— ‘S 1/2 (p ZzeZp XS(CC) 2) — ‘S 1/2p1/2 S 1/2 _ p1/2 S‘
Zbog nejednakosti Minkowskog (tj. nejednakosti trokuta u euklidskom prostoru
C?% =~ CP =~ R?) imamo
R 1/2 1/2
(Sce, [F@OF) < Sies(Ses, Rost0)
1/2
_ Zsespl/z (Zzezp Xs-S(m) 2) — ‘Spl/Q S 1/2 _ p1/2 S 3/2'
Posljednje dvije ocjene se mogu kombinirati u
2
]’c‘(f) 3 <p1/2 S Z fA(ﬁ) 2 <p1/2 S p1/2 s3/2 :p3/2 .

¢eZ,~{0} £€7,~{0}

— o~
Kona&no, zbog (c) dijela teorema 4 imamo (f * f * f)(&) = f (£)® pa formula inverzije i
(6) daju {\allowdisplaybreaks

(F*F* @) =P Teen, F (%2 > p 1 F (0P —p ' Yeer (o) [F O
> p—1’5‘6 —p1/2‘5’4 _ p‘l‘S“‘(‘S‘Q —p3/2).

12 of 18
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} Preostaje iskoristiti pretpostavku zadatka ’S‘ > p3/4, tj. |5"2 —p*2 > 0.

Postoje i sloZenije primjene Fourierove analize na kona¢nim grupama u teoriji brojeva.
Zainteresirani Citatelj moze pogledati dokaz tzv. Gaussovog zakona kvadratnog
reciprociteta izlozen u knjizi [2].

5 Primjene u kombinatorici

Fourierova analiza svoje najzanimljivije primjene nalazi u kombinatorici i to posebno u
podrudju tzv. aditivne kombinatorike, koja se bavi kombinatornim aspektima operacije
zbrajanja. O tome svjedodi cijelo jedno poglavlje opsezne knjige [11]. Kako bismo mogli
rijesiti neke zahtjevnije zadatke, trebamo nauditi jos jedan rezultat, koji se popularno

naziva princip neodredenosti, po uzoru na formalno sli¢ne rezultate iz kvantne mehanike.

Za funkciju f : A — C na kona&noj komutativnoj grupi A ozna¢imo

supp(f) := {z € A : f(z) # 0},

a promatrat ¢emo i

supp(f) = {£ € A: f (€) # 0}

Kratica “supp” dolazi od engleske rijeéi support, koja se na hrvatski prevodi kao nosac¢
funkcije.

Teorem 12. [Princip neodredenosti]

® [(a)] Neka je A grupa dana s (1). Za svaku funkciju f : A — C koja nije identi¢ki
jednaka konstanti O vrijedi

[supp(f)| | supp(£)| > |A.

® [(b)] Za svaku funkciju f : Zp — C, gdje je p prost broj, koja nije identi¢ki jednaka
konstanti O vrijedi

|supp(f)| + | supp(f)| = p + 1.

Obratno, za svaka dva skupa A, B C Z, koji zadovoljavaju |A| + |B| = p + 1 postoji

-~

funkcija f : Z,, — C takva da je supp(f) = A isupp(f) = B.

Proof. Dokazimo samo (a) dio teorema. KoriStenjem nejednakosti trokuta, aritmeticko-

kvadratne nejednakosti i Plancherelovog identiteta redom dobivamo {\allowdisplaybreaks
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max
A

FO|- max| Secs £0)B(2.8) < ek |10)| = ecunnis [0)
1/2 R
< 50000 (Sscmnin 1)) = summn) (A Sees|[Feo
R 1/2
= A1 sup()| (£ i [ OF)
< [A[ 2 suppn 2| supp |2 6

} Ako f nije identi¢ki jednaka 0, tada ni f nije identi¢ki jednaka 0 pa je
max €6A|f (§)| > 0. Dijeljenjem s tim faktorom dobivamo traZenu nejednakost.

Dio (b) je mnogo sloZeniji i zasniva se na teoremu Cebotareva o korijenima iz jedinice, koji
govoridaza 1 < m < p, za razli¢ite 1, ..., Tm € Zy i za razli¢ite &1,. .., &m € Zy
vrijedi

-

det [ez’ri”jg"/ P ] . 7 0.

J
k=1,....m

Jedan elementaran (ali jos uvijek prilicno tehnicki) dokaz dao je T. Tao [10].

Dio (a) teorema 12 daje ocjenu za proizvoljnu kona&nu komutativnu grupu A, dok njegov
(b) dio govori o pojacanju te ocjene u slu¢aju grupe Zp. R. Meshulam je u ¢lanku [6] dao
analogno pojacanije i za opéenitu grupu A, koje ovdje ne¢emo diskutirati.

Zadatak 13. Neka je n prirodan broj. Oznacimo s gy, familiju svih 2™ podskupova skupa
{1,2,...,n}. Za svaki S € p,, dan je realni broj ag i pretpostavimo da je toc¢no k > 1
od tih brojeva ag razli¢ito od 0. DokaZite da jednadZba

ZaSH:cjz()

Sepn jes

ima najvise 2" (1 — 1/k) rjesenja u skupu {—1,1}", tj. ima najvise toliko n.-torki
(z1,22,...,x,) koje zadovoljavaju jednadzbu i za svaki indeks j je ili x; = —Lili
z; =1.

J

Napomenimo da za S = ) produkt Hjesxj uvijek interpretiramo kao broj 1. Naprimjer,
zan = 2 jednadzba glasi

ag + a1 + apyer +aparize = 0.

Rjesenje.. Promotrimo grupu

AZZQZZg@---GBZg:{O,].}n
———

n

i uspostavimo bijektivnu korespondenciju

1/2
')
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pon — A, S +— karakteristi¢na funkcija skupaS

s inverzom

A—pn (21,..,2) = {ie{1,2,...,n}: z; =1}

Dakle, skupu S € ¢, odgovara n-torka z = (21,...,2,) takvadajez; =1l zaj€ Si
zj = 0 za j € §°. Tada umjesto ag pisemo a,.

Definiramo funkciju f : A — C,

n
.f(yl"-'7yn) = Z as H(_l)yj = Z az H(_l)ijj’

Sepn jes 2=(21,. . .20 )EA j=1

tj.
fy) == a. E(y,2).
zEA

Primijetimo da zapravo Zelimo pobrojati rjesenja (yl, e ,yn) € A jednadzbe
f(yi,...,yn) =0, jer su ona putem z; = (—1)¥% u korespondenciji s rie$enjima

(z1,...,2,) € {—1,1}" polazne jednadzbe. Trebamo dokazati da je [supp(f)| > 2" /k,
jer ¢e tada broj rjesenja biti najvise 2" — 2" /k.

Zbog E(y, z) € {—1,1} C R i propozicije 1 imamo

~

f(é)zz EG'ZE(yaz) E(yag)zz:az ZE(y,ﬁ—z)ZZ"aé.

yeA \ z€A ZEA yeA

Po pretpostavci zadatka je ‘supp(f )‘ = k. Zato (a) dio teorema 12 primijenjen na grupu
A daje

Al 2
supp(f)| > ———=— = —
supp(f)| K

Naredni rezultat zove se Cauchy-Davenportov teorem. Elegantni dokaz koji slijedi osmislio
je R. Chapman, a mi ga preuzimamo iz ¢lanka [10].
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Zadatak 14. Ako je p prost broj i ako su A, B C Z, neprazni, dokaZite da tada vrijedi
‘A + B’ > min{‘A‘ + ‘B‘ -1, p},

pri éemu oznadavamo
A+B:={a+b:ac A bec B}

Rjesenje.. Najprije tvrdimo da mozemo nadi skupove X,Y C Z, takve da je

X|=p+1-|a

, [Y|=p+1-|B

, ’XﬂY‘:max{p+2—‘A‘—’B

Razlikujemo dva sluaja. Ako je |A| + |B| < p + 1, tada mozemo uzeti
X={0,1,...,p—|A]}, Y={B|-1,|B|,...,p—1}.
Ako je pak |A| + |B| > p + 2, tada mozemo uzeti

X = {0,1,'--7p_ |A|}v Y = {p_ |A|,p— |A| +1,...,2p— |A| - |B|}
Prema (b) dijelu principa neodredenosti postoje funkcije f, g : Zp — C takve da je

supp(f) = 4, supp(f) =X, supp(g) = B, supp(j) =Y.

Promotrimo funkciju f * g. Iz definicije konvolucije odmah se vidi

supp(f * g) € supp(f) + supp(g) = A+ B,

dok iz svojstva

(F*9)(©) = F(©)a(®)
slijedi

—_—

supp(f * g) = supp(f) N supp(§) = X NY.

Konacno, ponovnim koristenjem (b) dijela teorema 12 dobivamo

‘A+B‘+‘XOY‘ > ’ supp(f*g)‘Jr‘ Supp(f*g)‘ >p+1,

Sto je upravo

L1}
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‘A—i— B’ >p+1-— max{p-l— 2 — ’A’ — ‘B‘, 1} = min{‘A‘ + ‘B‘ -1, p}.

Za vjezbu ostavljamo jos jedan zadatak iz ¢lanka [10].

Zadatak 15. Neka je p prost broj i neka je S := {z € C : 2P = 1} skup p-tih korijena iz
Jedinice. Nadalje, neka su cp,C1,C2,...,Cp—1 € C, medu kojima je toéno k > 1 brojeva
razli¢ito od 0. DokaZite da je moguée odabrati podskup T' C S koji ima |T| =p—k+1
elemenata i takav je da za svaki z € T vrijedi Zf;é ;2 # 0.

Uputa.. Promotrite funkciju

p—1
f:Z,—-C, f(z):= che_m]z/p,
=0

tako da treba pokazati [supp(f)| = p — k + 1. Primijetite da je f(f) =pce i
‘Supp(f )‘ = k pa se pozovite na (b) dio teorema 12.

U ovom radu odlucili smo promatrati samo konacne komutativne grupe. Naravno da se
bogatija teorija dobiva razmatrajuci opcenitije komutativne grupe i njih proucava

tzv. harmonijska analiza, Cije osnove zainteresirani Citatelj moze nauditi iz knjige [3] ili
diplomskog rada [7]. Nekomutativnim grupama bavi se teorija reprezentacija i opet je
najelementarnije krenuti od konacnih grupa, kao npr. u knjizi [4]. {10}
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