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Matematicki zadatci na Sahovskoj ploci

Katarina Vinceti¢, Darija Brajkovi¢, Marinela Pilj*

Sazetak

U ovom ¢lanku prikazani su neki matematicki zadatci formulirani na
$ahovskoj plo¢i. Najprije je opisana povijest same igre $ah te pravila i
kretanje figura kao i cilj igre. Kori$tenjem ranije opisanog, postavljeni
su razli¢iti zadatci na Sahovskoj ploci kako bi se potaknulo ¢itatelja na
samostalno rjesavanje. Pri tome je za odreden broj problema prika-
zano rjeSenje, dok ostali ostaju otvoreni za Citatelja.

Kljuéne rijedi: sSah, matematika na sahovskoj ploci

Mathematical problems on a chess board

Abstract

In this article we present several mathematical problems formulated
on a chess board. After the description of history of chess, we explain
the rules, figure traversals and the goal of the game. Next, we state,
in terms of the chess board, various mathematical problems in order
to entice student’s interest to solved them. In this regard, solutions
to certain of these problems are given, while the others are left to the
reader.
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1 Uvod

Povijest $aha stara je oko 2000 godina. Prve $ahovske partije odigrane su u
Indiji. Tada se Sah zvao caturanga (Catarunga) sto doslovno znadi , ¢etvero-
dijelni”, a predstavljao je borbeni raspored indijske vojske. Vojsku raspore-
denu u cetiri dijela sa¢injavali su slonovi (danasnji lovci), bojna kola ili lade
(danasnji topovi), konji i pjeSaci. Njima su bili pridodani kralj i vojskovoda,
odnosno kraljev savjetnik (danasnja kraljica ili dama), koji su se radi vece
sigurnosti nalazili u sredini trupa.

O postanku 8aha postoji viSe legendi, ali je najrasprostranjenija pric¢a o
mudracu i mladom indijskom kralju koji je bio tiranin i tla¢io narod. Kako
bi poducio kralja da se bez naroda ne moze vladati, mudrac je izumio igru
Sah i pokazao kako i najslabija figura, pjeSak, moze odluciti ishod bitke
na 64 polja i donijeti pobjedu. Kralj je brzo naucio pokretati figure, pravila
igre i njome se odusevio, a mudracu je ponudio nagradu kakvu god poZeli.

Nakon kraceg razmisljanja, mudracje zatrazio od kralja sljede¢u nagradu:
,Isporuc¢i mi onoliko zrna psenice koliko se dobije kada se na prvo polje
Sahovske ploce stavi jedno zrno, na drugo dva, na trece Cetiri i tako uvijek
dvostruko viSe, sve do Sezdesetcetvrtog polja.”

8 256 257 258 259 260 261 262 263

7|248| 249 250 251 252 253 254 255

6 240 241 242 243 244 245 246 247

5 232 233 234 235 236 237 238 239

4 224 225 226 227 228 229 230 231

3 216 217 218 219 220 221 222 223

2 28 29 210 211 212 213 214 215
1120 2122|2324 25|26 27

a b c d e f g h

Slika 1: Broj pSeni¢nih zrna na Sahovskoj ploci

Je li to skroman zahtjev? Izra¢unajmo! Ukupan broj zrna pSenice na
Sahovskoj plo¢i bio bi

20420427+ 4262428 =5y

Sto predstavlja sumu prva 64 ¢lana geometrijskog niza s pocetnim ¢lanom
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a; = 2° = 1i kvocijentom g = 2 te iznosi

64 64
q 1 2 1 64
= = =2 -1
564 ay q 1 1

Kraljevi matematicari rac¢unali su dva dana kako bi izra¢unali koliko zrna
pSenice treba predati mudracu. Taj broj iznosi

204 _ 1 — 18446 744 073 709 551 615.

Kralj se zamislio jer su mu matematicari rekli kako njegove robne zalihe
ne bi bile dovoljne ni kada bi bile i sto puta vece (radi se zapravo o 150-
godi$njem danasnjem urodu pSenice u cijelome svijetu)!

Takoder bi se moglo izrac¢unati kako bi skladiste za ovu koli¢inu Zita tre-
balo zauzimati povrSinu kvadrata sa stranicama duljine 180 metara i visi-
nom od Zemlje do Mjeseca jer se zna da 1 litra sadrzi 1461 zrno pSenice.

Na kraju je kralj smislio rjeSenje. Pozvao je mudraca i rekao mu: , Dragi
covjece, ja te ne Zelim prevariti ni za jedno zrno pa ée$ ti svoju nagradu
brojati zajedno s mojim slugama.”

Kada bi mudrac pristao sam prebrojavati zrno po zrno neprekidno dan
i no¢, prebrojavajudi po zrno u sekundi, trebalo bi mu:

1sekunda = 1zrno
1 minuta = 60 zrna
1sat = 3600 zrna
ldan = 86400 zrna

1godina = 31536000 zrna

Za prebrojavanje milijun zrna trebalo bi mu oko deset dana neprekidnog
brojanja. Jedan kubni metar pSenice prebrojavao bi pola godine. Za deset
godina neprekidnog brojanja izbrojao bi dvadeset kubnih metara. Ako bi
tako prebrojavao i dalje, mudrac bi za vrijeme Zivota izbrojao tek neznatni
dio nagrade koja mu pripada.

Tko je na kraju koga nadmudrio?
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2 O samoj igri

2.1 Sahovska plo¢a

Sahovska ploca kvadrat je veli¢ine 8 x 8 izmjeni¢no poslaganih crno-bijelih
kvadrati¢a, odnosno polja, pri ¢emu je donje lijevo polje crno. Kako bi-
smo se bolje snalazili na ploci, obiljezavamo ju slovima i broj¢anim ozna-
kama. Niz vodoravnih polja zovemo retcima, a niz uspravnih polja lini-
jama ili stupcima. Retke obiljeZavamo redom znamenkama od 1 do 8, po-
¢injudi odozdo prema gore, a linije redom slovima abecede slijeva na desno:
a,b,c,d,e, f,g h. Na osnovi ovakvog obiljezavanja svaki redak, linija i polje
na Sahovskoj plo¢i imaju svoje ime i prezime.

2.2 Figure

Svaki igrac posjeduje 16 figura (crnih ili bijelih): jednog kralja, jednu kra-
ljicu (damu), dva topa (kule), dva lovca (laufera), dva skakaca (konja) te
osam pjesaka (pijuna).

Svaki pomak jedne figure naziva se potez, a svaka figura ima svoje ka-
rakteristi¢no kretanje odredeno pravilima igre, kao i svoju vrijednost. Vri-
jednost figure razmjerna je broju polja na koje figura moze ostvariti svoje
djelovanje. Partiju uvijek pocinje igra¢ koji ima bijele figure, a zatim igraci
naizmjence vuku poteze. Figure su na pocetku igre poslagane kao na slje-
decoj slici.
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Slika 2: Figure na Sahovskoj plo¢i na pocetku igre

Zapamti: kraljica mora stajati na polju koje odgovara njezinoj boji.
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2.3 Kretanje figura

Pjesaci su najslabije figure u $ahu. Krecu se samo naprijed. Na pocetku
igre, pri prvom potezu, pjeSak moZze prijec¢i jedno ili dva polja, a pri sva-
kom sljedecem potezu dopusten je prelazak samo jednog polja. Kada igrac
uz pomo¢ pjeSaka uzima figuru protivnika krece se dijagonalno, ali i dalje
samo jedno polje prema naprijed.

Slika 3: Kretanje pjesaka na $ahovskoj plo¢i

Ako pjesak dostigne suprotnu stranu ploce, odnosno krajnji redak (bijeli
pjesak dode u osmi redak, odnosno crni pjeSak dode u prvi redak), tada
se promovira. Promoviranje pjesaka znaci zamjena pjesaka jednom od ,,te-
zih” figura po izboru igraca. PjeSak se moZe promovirati u sve figure osim
kralja, a najce$ce se promovira u kraljicu. U sljedeéem potezu, ta figura
moze igrati kao i svaka druga figura. Broj pjesaka koji mogu biti promovi-
rani nije ogranicen.

Pogresno je misljenje kako se pjeSak moZe promovirati samo u one figure
koje su prethodno izgubljene. Tako je teoretski mogucée imati devet kraljica
ili do deset topova, lovaca i skakaca ukoliko su svi pjeSaci promovirani.

Top je druga po jacini figura u Sahu. Krecée se neogranic¢en broj slobodnih
polja lijevo i desno te naprijed i natrag, odnosno po linjjama i retcima te ne
moZze preskakati ostale figure. Svaki igra¢ na pocetku igre ima dva topa.
Jednog na lijevoj i jednog na desnoj strani $ahovske ploce, te se po tome
razlikuju ,kraljev top” i ,,damin top”.
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a b c e f g h

Slika 4: Kretanje topa na Sahovskoj ploci

Skakac jejedina figura Cije kretanje nije onemoguceno kada se neka druga
figura nade izmedu njegovog trenutnog polozaja i odredisne tocke. Ta-
koder, skaka¢ moZze preskakati i svoje i protivnicke figure. Kako bi lakse
zapamtili kretanje skakaca, zamislite veliko slovo ,,L”: dva polja u jednom
smjeru, zatim jedno polje pod kutem od 90° u odnosu na smjer kretanja.
Dakle, stoji li u centru ploce, skaka¢ ima osam raspolozivih polja na koje se
moZze pomaknuti.

a b c d e f g h
Slika 5: Kretanje skakaca na Sahovskoj ploci
Lovci se kre¢u neogranicen broj slobodnih polja po dijagonalama i ne

mogu preskakati druge figure. Kako se kre¢u uvijek po poljima iste boje,
lovci se mogu nazvati ,bjelopoljnim” ili ,,crnopoljnim” lovcima.
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a b c e f g h
Slika 6: Kretanje lovca na $ahovskoj ploci
Najjaca figura u Sahu je kraljica. Ona se kreée neograni¢en broj slobod-

nih polja u svim smjerovima: naprijed, natrag, lijevo, desno i dijagonalno
te ne moZe preskakati figure.

Slika 7: Kretanje kraljice na $ahovskoj ploci

Na kraju, opisimo kretanje kralja. Kralj se moze kretati u svim smjero-
vima za jedno polje. Nikada ne smije do¢i na mjesto koje napada bilo koja
suparnicka figura (primjerice, ukoliko se lovac nalazi na mjestu d5, onda
kralj ne moZze doéi na mjesto c4 ni na mjesto e4). Kralj je najvaznija figura,
ali jedna od najslabijih.
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: <L

a b c d e f g h

Slika 8: Kretanje kralja na Sahovskoj ploci

2.4 Cilj igre

Cilj igre je zarobljavanje, to jest matiranje protivni¢kog kralja. Napad na
kralja naziva se Sahom

Mat je situacija kada je nakon nasSeg posljednjeg poteza suparnicki kralj
napadnut na takav nac¢in da se ne moZe obraniti. Postoje tri nacina obrane
od napada na kralja. Jedan nacin je uzeti napadacku figuru, drugi nacin
je postaviti neku svoju figuru na liniju napada, ukoliko nije napadnut ska-
kacem, a tre¢i nacin je uzmaknuti kraljem na polje koje nije pod napadom.

Ako niti jedna obrana nije moguca, kralj je matiran. Prema tome, imamo
$ah mat, odnosno ,Kralj je mrtav!”, ¢ime smo dosli do kraja igre.

3 Zadatci na Sahovskoj ploci

3.1 Polimino na Sahovskoj plo¢i

Polimino je skup plocica koje sadrzavaju razli¢it broj sukladnih kvadrata.
Monomino ima jedan kvadrat, domino dva, trimino tri i tako dalje. Skup
plocica sastavljenih od pet kvadrata poznat je pod imenom pentamino.

Zadatak 1. (Domino na Sahovskoj plo¢i; zadatak preuzet iz [9])
Ako na sahovskoj ploci izreZemo dijagonalno dva suprotna polja al i h8 (ili h1 i
a8), moZe li se tako dobivena ploca prekriti domino plo¢icama?

1gah - perzijski vladarski naslov
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Rjesenje. Svaka domino plocica prekriva jedno bijelo i jedno crno polje. To
znaci da domino plocicama moZemo prekriti samo ploce s jednakim bro-
jem crnih i bijelih polja. Ako Sahovskoj plodi izrezemo dijagonalno dva
suprotna polja, koja su oba iste boje, dobijemo plo¢u koja nema jednak broj
crnih i bijelih polja pa je ne mozemo prekriti domino plo¢icama. <

Zadatak 2. (Domino na Sahovskoj ploéi; zadatak preuzet iz [4])
Ako na Sahovskoj ploci izreZemo bilo koja dva polja, moZe li se tako dobivena ploca
prekriti domino plocicama?

Rjesenje. Akoizrezemo dva polja iste boje, ne mozemo dobivenu ploc¢u pre-
kriti domino plocicama (slijedi iz dokaza prethodnog zadatka).

Ako izrezemo dva polja razlic¢itih boja, onda je prekrivanje moguce. Na-
ime, domino plocice nizemo od prvog polja koje slijedi nakon odstranjenog
polja (primjerice crnog odstranjenog polja A kao na slici 9) u smjeru kojeg
diktira labirint na slici 9.

8

7

Slika 9: Sah i domino

Kada dodemo do drugog odstranjenog polja (bijelog odstranjenog polja B
kao na slici 9) prekrit éemo sva polja na putu od A do B. Uocimo da bi nam
jedno polje ostalo neprekriveno da je B iste boje kao A. Zatim presko¢imo
odstranjeno polje B i nastavimo nizati plocice prema A. Kada opet dodemo
do pocetno odstanjenog polja A prekrili smo sva polja na Sahovskoj plo¢i
osim polja Ai B. <

Zadatak 3. (Trimino na sahovskoj plo¢i)
Sa Sahovske ploce uklonjena su dva disjunktna kvadrata 2 x 2. MoZe li se tako
nastala ploca prekriti trimino plocicama
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RN |

(@ (b)

bez preklapanja?
Rjesenje. Nastala ploca ima
8§:8-2.2.2=64—-8=56

polja. Broj 56 nije djeljiv s 3 pa se takva ploc¢a ne moze prekriti plo¢icama
koje pokrivaju po tri polja. <

Zadatak 4. (Pentamino na sahovskoj ploéi; zadatak preuzet iz [5])
Moze li se pentaminom prekriti Sahovska ploca bez sva Cetiri polja u kutovima?

Rjesenje. Odredimo prvo oblike plocica s pet kvadrata i koliko ih razli¢itih
ukupno ima. Najjednostavniji oblik je onaj u kojem imamo pet kvadrata u
jednom retku. Zatim, imamo oblike u kojima su cetiri kvadrata u jednom
retku i peti kvadrat u drugom retku, pa oblike u kojima su po tri kvadrata u
jednom retku, a dva u drugom i tako dalje. Plo¢ice koje se mogu rotacijom
ili zrcaljenjem prevesti jedna u drugu su zapravo jednake. Na kraju ¢emo
dobiti skup od dvanaest plocica koje podsjecajunaslova T, U, V, W, X, Y, Z,
FLL PN
Pogledajmo sliku 10.

Slika 10: Pentamino

Dakle, pentaminom se moZze prekriti S$ahovska ploc¢a bez sva Cetiri polja
u kutovima.
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Dodatno, provjerite mogu li se s$ahovske ploce prikazane na slici 11

IS
Ey

~

Slika 11: Sahovska ploéa i pentamino

prekriti pentaminom? <

3.2 Boje na sahovskoj ploci

Zadatak 5. (zadatak preuzet iz [§])
Na koliko se nacina moZe izabrati jedno crno i jedno bijelo polje na Sahovskoj ploci
tako da se ne nalaze u istom retku niti u istoj liniji?

Rjesenje. Jedno crno polje moZemo odabrati na 32 nac¢ina. Njegovim izbo-
rom onemogucuje se izbor bijelih polja iz njegovog retka i njegove linije.
Takvih bijelih polja ima ukupno 8 pa bijelo polje mozemo izabrati na 24
nacina. Znaci, izbor je mogucé na 32 - 24 = 768 razli¢itih nacina. |
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Zadatak 6. (zadatak preuzet iz [8])

Kuvadrat bijele boje treba podijeliti pravcima aq i by, koji su paralelni sa stranicama,
na 4 dijela. Gornji desni i donji lijevi kvadrat treba obojiti crno, zatim treba, kons-
truirati pravce ay i by paralelne sa stranicama kvadrata, a sve u gornjem desnom i
donjem lijevom kvadratu promijeniti u suprotne boje (bijelu u crnu, a crau u bijelu
boju) i tako dalje. Koliki je najmanji broj takvih postupaka potrebno da se dobije
Sahovska ploca?

Rjesenje. Promotrimo sliku 12.

8 8
7 7
6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
a b 3 d e f g h a b 3 d e f g h
(a) (b)
8 8
7 7
6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1 J

Slika 12: Pravci na Sahovskoj ploci

Dovoljno je 7 koraka. Primjerice, neka je prvi korak postavljanje pravaca
a1 1 by tako da se sijeku u gornjem desnom kutu polja al. Zatim uzmemo
pravce ap i by takve da se sijeku u gornjem desnom kutu polja b2 i tako
dalje. Posljednji, sedmi korak je postavljanje pravaca ay i by tako da se sijeku
u gornjem desnom kutu polja ¢g7. Uoc¢imo, nuzno je 7 koraka jer poslije
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svakog koraka dobivamo jednu uspravnu liniju izmedu crnih i bijelih polja,
a na Sahovskoj ploci ima 7 takvih linija. Dakle, za svaku liniju po jedan
korak. <

3.3 Brojevi na Sahovskoj ploci

Zadatak 7. (zadatak preuzet iz [7])
U polja sahovske ploce upisani su redom neparni brojevi. U proom retku upisani
su brojevi:

1,3,5,7,9,11,13,15,

u drugom retku brojevi:
17,19,21,23,25,27,29,31

tako da je broj 17 iznad broja 1, broj 19 iznad broja 3 i tako dalje,
u trecem retku brojevi:

33,35,37,39,41,43,45,47

i tako redom do popune ploce. Medu njima je izabrano 8 brojeva tako da se u svakoj
liniji i svakom retku nalazi tocno jedan od njih. Koliki je zbroj tih brojeva i koliko
se razlicitih vrijednosti zbrojeva na taj nacin moZe dobiti?

Rjesenje. Na primjer, imamo
1+29+47+59+73+87+ 101 + 115 = 512
ili

3+17+37 + 55+ 73 +91 + 109 + 127 = 512.

Uo¢imo da su oba zbroja jednaka 512. Tvrdimo da je taj zbroj uvijek 512
bez obzira na nacin biranja brojeva. Pogledajmo zasto. Prvo odredimo broj
¢ije su koordinate (i, ), gdje je i broj retka, a j broj linije u kojoj se nalazi
broj. Neka su i, j elementi skupa {0,1,2,3,4,5,6,7}, dakle brojimo od 0.
Da smo upisivali redom 1,2,3,...,64 a ne samo neparne brojeve, tada bi
na mjestu (i, j) bio broj
8i+j.

Ovako, s obzirom na to da upisujemo samo neparne brojeve 1,3,5,7,9, ...,
zamijenimo 7 s 21 + 1 pa se na mjestu (i, j) nalazi broj

2-(8i+j)+1=16i+2j+1.
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71113 @‘ 117|119|121|123|125 127

s 97 | 99 @ 103/105/107|109|111

s| 81|83 85|(87) 89 |91 93|95

4 65 67‘69 71((73) 75 | 77 | 79

3 49 51‘53 55 5761 63

2| 33 35‘37 39|41 | 43|45 (47)

117 19‘21 23 | 25|27 (29) 31

o@s‘s 7|9 11 13|15
i 2 3 4 5 6 7

Slika 13: Neparni brojevi na Sahovskoj ploci

Recimo da su odabrani brojevi na mjestima (i1, j1), (i2,j2), --., (is, js). Ne
znamo pojedine i-ove i j-ove ni njihov odnos, ali ono $to sigurno znamo
jest da je u svakoj liniji to¢no jedan broj odabran, dakle j-ovi su medusobno
razli¢iti. No kako ih ima 8 iz 8-¢lanog skupa {0, 1,...,7} vidimo da je skup
{j1,j2,---,js} upravo jednak skupu {0, 1, ...,7}, odnosno zbroj je jednak

i+t +jsg=0+1+24+3+4+5+6+7 =28

zbog komutativnosti i asocijativnosti zbrajanja.
Kako je i u svakom retku to¢no jedan broj odabran, potpuno jednako
dobijemo

il +iy+ - +ig =28
Zbroj svih odabranih brojeva jednak je
(16i1 +2j; + 1) + (16i2 +2j2 + 1) + - - + (16i5 + 2js + 1)
§to je jednako
16(i1 +ip+---+ig) +2(ji +ja+ - +js) +8-1=16-28+2-28+8 = 512.
<

Zadatak 8. (zadatak preuzet iz [9])

Upisimo na 64 polja Sahovske ploce redom brojeve od 1 do 64 tako da u prvi redak
upisemo brojeve od 1 do 8, u drugi redak brojeve od 9 do 16 i tako dalje. Proizvoljno
postavimo 8 topova (na jedan od 40 320 nacina) tako da nijedan ne napada drugoga.
Koliki je zbroj brojeva onih polja koja zauzimaju postavijeni topovi?
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RjeSenje. Znamo da se topovi ne napadaju medusobno ako se u svakom
retku i svakoj liniji nalazi to¢no jedan top. Sli¢no kao u prethodnom za-
datku na mjestu (i, j) nalazi se broj

8it+j+1
i
h+tip+-+ig=28=j1+p+- - +js
Zbroj brojeva onih polja koja zauzimaju postavljeni topovi jednak je
(Bi1+j+1)+@B+jp+1)+- -+ Big+js+1)
8to je jednako
8(iy+ir+---+ig)+(a1+jo+---+js) +8-1=8-28+28+8=260.

<

3.4 Cetverokuti na sahovskoj plo¢i

Zadatak 9. (Pravokutnici na Sahovskoj ploc¢i; zadatak preuzet iz [2])
Koliko je pravokutnika na sahovskoj ploci ako su ti pravokutnici sloZeni od kvadra-
tica iste ploce?

Rjesenje. Razmotrimo najprije traku 8 x 1 s osam kvadrati¢a u nizu. Na toj
traci je 8 kvadratica 1 x 1, 7 pravokutnika 2 x 1, 6 pravokutnika 3 x 1 i tako
dalje. Konacno, i sama je traka jedan pravokutnik. Dakle, u svakoj od 8
vodoravnih traka imamo

8+7+6+5+4+3+2+1=236

pravokutnika visine 1, pa na cijeloj Sahovskoj plo¢i imamo 8 x 36 pravo-
kutnika visine 1.

Uzmimo sada vodoravnu traku $irine 2, dakle traku 8 x 2. Osim pravo-
kutnika visine 1 koje smo ve¢ pobrojili, ona sadrzi i

8+7+-- +1=36

pravokutnika visine 2 (koliko je i pravokutnika visine 1 u traci Sirine 1).
Stoga se na cijeloj $ahovskoj ploci, koja sadrzi 7 traka Sirine 2, nalazi 7 x 36
pravokutnika visine 2.

Sli¢no, na svakoj od 6 vodoravnih traka $irine 3 imamo 36 pravokutnika
visine 3, dakle na cijeloj Sahovskoj ploci se nalazi 6 x 36 pravokutnika visine
3.
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Nastavljajuc¢i indukcijom, zaklju¢ujemo da je ukupan broj pravokutnika
na Sahovskoj ploci

(8+7+6+---+2+1)-36 =36-36 =1296.
<

Zadatak 10. (Kvadrati na Sahovskoj ploci; zadatak preuzet iz [6])
Koliko je kvadrata, razlicitih po velicini i/ili poloZaju, moguce nacrtati na Sahovskoj
ploci tako da svaki od njih sadrZi cijeli broj polja?

RjeSenje. Razmotrimo najprije traku 8 x 1 s osam kvadrati¢a u nizu. Na toj
traci je 8 kvadrata 1 x 1. Dakle, u svakoj od 8 vodoravnih traka imamo 8
kvadrata sa stranicom duljine 1, pa na cijeloj $ahovskoj plo¢i imamo 8 x 8
kvadrata sa stranicom duljine 1.

Uzmimo sada vodoravnu traku Sirine 2, dakle traku 8 x 2. Osim kva-
drata sa stranicom duljine 1 koje smo ve¢ pobrojali, ona sadrzi 7 kvadrata
sa stranicom duljine 2. Stoga se na cijeloj $ahovskoj ploc¢i, koja sadrzi 7 traka
Sirine 2, nalazi 7 x 7 kvadrata sa stranicom duljine 2.

Sli¢éno, na svakoj od 6 vodoravnih traka Sirine 3 imamo 6 x 6 kvadrata sa
stranicom duljine 3.

Nastavljajuci indukcijom, zaklju¢ujemo da je ukupan broj kvadrata, raz-
licitih po velicini i/ili poloZaju, na Sahovskoj ploci

8-84+7-74+6-6+---+2-241-1=204.
<

Zadatak 11. (PovrsSina polja Sahovske ploce; zadatak preuzet iz [7])
Jedna §ahovska ploca ima povrsinu 17 dm? i 64 cm?. Kolika je povrsina i koliki je
opseg jednog polja ako udaljenost izmedu rubova sahovske ploce i rubova krajnjih
polja iznosi 1 cm?

Rjesenje. Kako $ahovska plo¢a ima oblik kvadrata ¢ija je povrsina 17 dm?
i 64 cm?, odnosno 1764 cm?, duljina jedne stranice tog kvadrata jednaka
je 42 cm. Kada se od 42 cm oduzmu 2 cm, koliko iznose obje udaljenosti
od ruba ploce, ostaje 40 cm, $to predstavlja ukupnu duljinu svih 8 stranica
Sahovskih polja u jednom retku. Prema tome, duljina stranice jednog polja
je 5 cm pa je povrsina jednog polja 25 cm?, a opseg 20 cm. |

3.5 Dokaz Pitagorina poucka na Sahovskoj ploci

Zadatak 12. (zadatak preuzet iz [9])

Pitagorin poucak: Povrsina kvadrata nad hipotenuzom pravokutnog trokuta jed-
naka je zbroju povrsina kvadrata nad katetama pravokutnog trokuta.

DokaZite Pitagorin poucak pomocu Sahovske ploce.
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Rjesenje. Nacrtajmo kvadrat na Sahovskoj ploci kao $to je prikazano na slici
14.

s 2\

B\
: \ _
2 v

~

a b c d e f g h

Slika 14: Kvadrat na Sahovskoj plo¢i

Uocimo cetiri sukladna pravokutna trokuta cije su hipotenuze upravo
stranice nacrtanog kvadrata, a zatim ih slozimo na nacin prikazan slikom
15.

a b c d e f g h

Slika 15: Pravokutni trokuti na $ahovskoj plo¢i

Sada lako vidimo kako su se pojavila jos dva kvadrata razli¢itih duljina
stranica te da je stranica veceg kvadrata jednaka duljoj kateti pravokut-
nog trokuta, a stranica manjeg kvadrata kracoj kateti pravokutnog trokuta.
Kako je zbroj povrsina kvadrata i pravokutnih trokuta na obje slike jednak,
mozemo zakljuciti da je povrsina kvadrata na prvoj slici jednaka zbroju
povrsina kvadrata nad katetama na drugoj slici.

Uoc¢imo da ovakav dokaz vrijedi i opéenito, za pravokutni trokut kome
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su duljine kateta bilo kakvi brojevi a i b, pri ¢emu za ,plo¢u” treba uzeti
kvadrat ¢ija je stranica duljine a + b. <

3.6 Zadatci s natjecanja

Zadatak 13. (Op¢insko - gradsko natjecanje ucenika srednjih $kola Repu-
blike Hrvatske, 1994., 4. razred)
Moze li se Sahovska ploca bez kutnih polja prekriti s 15 plocica sljedecih oblika?

(@) (b)

Rjesenje. Podijelit ¢emo sva polja Sahovske ploce na 2 disjunktna skupa.
Obojimoredove 1,3,5i7 crvenom, aredove 2, 4, 61 8 plavom bojom. Plocica
postavljena na ploc¢u moZe prekrivati ili 3 crvena i 1 plavo polje ili 3 plava i
1 crveno polje. Oznac¢imo s x broj plocica koje prekrivaju 3 crvena poljail
plavo polje. Tada 15 — x plocica prekriva 1 crveno i 3 plava polja. Ukupan
broj crvenih polja je 32. Dakle, vrijedi

3x+ (15— x) =32

paje x = ¥. Zato zaklju¢ujemo da traZeno prekrivanje nije moguce. <«
Zadatak 14. (Skolsko natjecanje iz matematike, 2013., 4. razred srednje
skole A razina)

Gornja desna Cetvrtina Sahovske ploce je pokrivena papirom. Koliko najvise to-
pova moZemo postaviti na preostali dio sahovske ploce tako da se medusobno ne
napadaju? Na koliko se nacina to mozZe napraviti?

Rjesenje. Podsjetimo da se dva topa medusobno napadaju ako se nalaze u
istom retku ili istoj liniji. Prema tome, ocito nije moguce staviti vise od
8 topova jer u svakom retku moZze biti najviSe jedan. Primjer na slici 16
pokazuje kako je 8 topova moguce rasporediti na traZeni nacin.
Razmotrimo na koje sve nacine je to moguce napraviti. Jasno je da u
donjoj polovini ploce ne moze biti vise od 4 topa, pa u gornjem dijelu ploce,
dakle u gornjem lijevom dijelu ploce, moraju biti 4 topa, svaki u svom retku
i u svojoj liniji. U donjoj lijevoj ¢etvrtini plo¢e ne moZe biti nijedan top jer
su sve te linije ve¢ zauzete, pa su jo$ 4 topa u donjoj desnoj Cetvrtini.
Cetiri topa na plodi 4 x 4 mozemo rasporediti na 4! = 24 na¢ina. Naime,
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s )=

: g
2 g
1 B

a b c d e f g h

Slika 16: Topovi na $ahovskoj ploci

u prvom retku top moZe biti na bilo kojem od 4 mjesta. U drugom retku top
ne moze biti u istoj liniji kao prvi top, pa postoje 3 moguénosti. U treem
retku su jo$ samo 2 nenapadnuta polja i kona¢no u Cetvrtom retku ostalo je
samo jedno moguce polja. Stoga je ukupan broj mogucéih rasporeda jednak
24? = 576. «

Zadatak 15. (Skolsko natjecanje iz matematike, 2014., 3. razred srednje
gkole A razina)

U swako polje sahovske ploce upisan je po jedan cijeli broj. Poznato je da je zbroj
svih brojeva na bijelim poljima jednak 26, a zbroj svih brojeva u neparnim linijama
jednak 43. Ako promijenimo predznake svih brojeva na bijelim poljima, koliki ce
biti zbroj svih brojeva u neparnim retcima nakon te promjene?

Rjesenje. Neka je Cp, i By zbroj brojeva na crnim i bijelim poljima u nepar-
nim linijama, te Cg i Bg zbroj brojeva na crnim i bijelim poljima u neparnim
retcima. Uo¢imo da neparni retci i neparne linije sadrZze ista crna polja, od-
nosno da je C; = Cg. Nadalje, uo¢imo da neparni retci i neparne linije
nemaju niti jedno zajednicko bijelo polje, a zajedno pokrivaju sva bijela po-
lja. Zato je

Br 4+ Bgr = 26.

Iz zadatka znamo da je
Cr + By, = 43.

Nakon promjene predznaka na bijelim poljima, zbroj u neparnim retcima
jednak je

Cr—Br=Cr—(26—B;)=Cp+B,—26=43—26=17.
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Zadatak 16. (Zupanijsko natjecanje iz matematike, 2014., 1. razred srednje
skole A razina)

Ploca 8 x 8 na pocetku je obojena u dvije boje, crnu i bijelu, tako da su polja koja
imaju zajednicku stranicu razlicitih boja, kao standardna Sahovska ploca. U po-
jedinom potezu treba odabrati jedan redak ili liniju i u svakom od osam polja u
tom retku ili liniji promijeniti boju iz crne u bijelu i obrnuto. MoZe li se konacnim
nizom takvih poteza postici da tocno jedno polje na ploci bude crno?

Rjesenje. U svakom potezu ¢emo promijeniti boju na to¢no 8 polja. Ako je
k takvih polja crno, onda je 8 — k od tih polja bijelo. Ozna¢imo s C ukupan
broj crnih polja prije nekog poteza. Nakon tog poteza ¢e ukupan broj crnih
polja biti jednak

C—k+(8—k)=C+8—2k

Zaklju¢ujemo da ¢e parnost ukupnog broja crnih polja uvijek biti ista. Bu-
duéi da je na pocetku ukupan broj crnih polja jednak 32, 5to je paran broj,
nemoguce je da nakon bilo kojeg poteza broj crnih polja bude jednak 1.
Prema tome, nije moguée kona¢nim nizom navedenih poteza postiéi da
to¢no jedno polje na plo¢i bude crno. <

Zadatak 17. (Skolsko natjecanje iz matematike, 2017., 2. razred srednje
gkole A razina)

Za rastavljanje sahovske ploce na disjunktne pravokutnike kaZemo da je raznovrsno
ako su ispunjena sljedeéa dva uvjeta:

1) svaki pravokutnik u rastavu sadrZi jednak broj crnih i bijelih polja,
2) ne postoje dva pravokutnika koja sadrZe isti broj polja.

Odredite najve¢i prirodan broj n za koji postoji raznovrsno rastavljanje Sahovske
ploce na n pravokutnika.

Rjesenje. Prema uvjetu 1) zadatka svaki pravokutnik mora sadrzavati pa-
ran broj polja. Najmanji takvi pravokutnici su s 2,4, 6 i tako dalje polja, a
kako Zelimo rastaviti plo¢u na Sto viSe pravokutnika, cilj nam je odabirati
najmanje pravokutnike i to razli¢itih veli¢ina zbog uvjeta 2) zadatka. Zbra-
janjem redom broja polja u tim najmanjim pravokutnicima dobivamo da
je
2+4+6+8+10+12+14 =56 < 64
i
24+4+6+8+10+12+14+16=72 > 64

pa je najvise $to ih mozemo odabrati 7.
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Primjer prikazan slikom 17 pokazuje kako zaista postoji raznovrsno rastav-
ljanje Sahovske ploce na 7 pravokutnika.

a b 3 d e f [3 h

Slika 17: Rastav Sahovske ploce na 7 pravokutnika

Posebno, uo¢imo da ovo nije jedini primjer takvog rastava. Postoje razni
rastavi Sahovske ploce na 7 pravokutnika koji imaju i drugacije povrsine
nego u navedenom primjeru. <

3.7 Zadatci

U nastavku navodimo nekoliko zadataka za samostalno rjesavanje.

Zadatak 18. (Op¢insko - gradsko natjecanje ucenika srednjih skola Repu-
Izlike Hrvatske, 1994., 3. razred)
Sahovska ploca razrezana je na 4 dijela kao na slici 18

B

/

/

s

Slika 18: Sahovska ploca 8 x 8
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od kojih se moZe sloZiti pravokutnik 13 x 5 kao na slici 19.

™

/

Slika 19: Pravokutnik 13 x 5

Sluzeci se kutovima o i 3 sa slike 18 objasnite dobiveni ,,paradoks” 64 = 65.

Zadatak 19. (Klokan, 2015., Benjamin, 6. i 7. razred osnovne skole)
Izmisljena je nova Sahovska figura ,klokan”. Pomice se ili 3 polja naprijed ili na-
trag pa 1 lijevo ili desno, ili 3 polja lijevo ili desno pa 1 naprijed ili natrag kao sto
je prikazano na slici 20.

.\
A

Slika 20: Klokan na $ahovskoj ploci

Koliko ¢e najmangje poteza trebati klokanu da od kvadrata gdje se upravo nalazi
dode do kvadrata A?

A)2 B)3 Q) 4 D)5 E)6
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