Tortko Tadié

Najvece cijelo je funkcija s kojom se susretemo skoro svakodnevno u matematici, informatici pa
cak i u fizici (tu je koristimo za potrebe zaokruzivanja). S jednim od rodaka funkcije najvece cijelo sreli
smo se ve¢ u najranijim razredima osnovne skole (istovremeno smo nauéili i aritmetcku sredinu) kada smo
naucili ra¢unati prosjek. Spomenuli smo najveée cijelo u informatici, a i u ovom éasopisu'. U mnogim
zbirkama se ¢esto pojavljuje i ucenici se uvijek zbune. Uz najveée cijelo pojavljuju se i njegove srodne
funkcije. Te funkcije takoder Cesto koristimo (mozemo reéi i ¢esée). Vrijeme je da se veé jednom upoznamo
s tom funkcijom.

Najvece cijelo ili |x].

Kao §to uvijek pocinjemo, morat ¢emo dati nekakvu definiciju. Mozda vam nec¢e odmah biti jasna no
na primjerima ¢ete je shvatiti.

Definicija 1. Funkcija najveée cijelo od z ili |2]? (kradée kazemo ”pod” od ) svakom realnom broju z
pridruzuje najvedi cijeli broj ne veéi od .

Sto to znaci? Neka je a = 3.4, tada je |a] = 3. Kao §to vidimo, 3 < a < 4, pa je 3 najved cijeli broj ne
vedi od a (jer je 4 vedi od a).

Primjer 1. Odredi vrijednosti [7] i [v2].

3<m=314...<4=|r|=3;

1<V2=141...<2= L\/iJ:L

Primjer 2. Koliko je [0.9999]7
0<0.9999 < 1= [0.9999| = 0.

Sto je s cijelim brojevima? Cijeli brojevi se ne mijenjaju jer oni nisu veé sami od sebe, veé su jednaki
sebi. Npr.
3<3<4=|3]=3

Sada mozemo izvesti sljede¢i poucak koji objasnjava definiciju 1.

Teorem 1. Ako za A € Z vrijedi A <z < A+ 1, tada je |z| = A.

Dokaz. Iz definicije 1. slijedi da je A najvedi cijeli broj manji od x jer je broj A+ 1 veé veéi od x. |
Sto je s negativnim brojevima? Oprez! Kod negativnih brojeva ne dobivamo isto kao i kod pozitivnih uz
promjenu predznaka. Uzmimo za primjer a = 3.4. Odredimo |—a], za njega vrijedi

—4<-a<-3=|—a] =-4
Primjer 3. Koliko je |—8.77| i |[—0.01].
9 < 87T < —8= |-8.77] = -9

~1<—-0.01<0=[-0.01] =1

Razmislite o sljede¢im zadacima:

Zadatak 1. Koliko je [2.3], |—v/2],[—0.999]7

!Clanak Ane Virag: Jedan informaticki zadatak i |z| u PlayMath-u br. 2 (2003.); zadatak TB7 u ovom broju,. ..
U starijim knjigama za ovu funkciju koristi se oznaka, [z].
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Zadatak 2. Kada je | ||| =||—=]|?

Racunala poznaju |[z] u nekoliko oblika. U Pascalu se koristi naredba int, dok se u MAPLE-u koristi
naredba floor. U obim sluc¢ajima funkcija je doslovno [z]. Na racunalu postoji i funkeija trunc, koju mnogi
¢esto poistovjeéuju s funkcijom |z |, medutim rije¢ je o slicnoj funkciji. Funkcija trunc odreze decimalni
zapis broja. Tako je trunc(5.4) = 5, a trunc(—5.4) = —5. Funkcija trunc zapravo je definirana preko |z|

kao
|z, za x > 0;

—|—z|, zaxz<0.

trunc(z) == {

Kad smo veé¢ spomenuli funkciju |z| na racunalu, zadajmo rac¢unalu da je nacrta! Kao sto vidimo na
grafu, funkcija je isprekidana.

Teorem 2. Svaki z € R moze se prikazati kao z = A+ a, gdje je A€ Zia€[0,1).
Dokaz. Neka je A = |z], tada je a = z — |z|. Iz teorema 1. vidimo da je A <z < A+ 1. Tada direktno
slijedi0<a=z—-—A=z—|z] <1 [ |

Razlomljeni dio od z ili {z}

U prethodnom teoremu a smo nazvali z — |z|. To ¢emo sada definirati kao novu funkciju {z} koja se
zove razlomljeni dio od .

Definicija 2. Razlomljeni dio od z ili {z} definiramo kao {z} :=z — [z].
U mnogim programskim jezicima ova se funkcija naziva frac. Pokazimo sada neke primjere funkcije {z}.

Primjer 4. Koliko je {2.3} i {m}?
23] =2 = {23} =23 -2 =0.3;

7] =3={r}=0.14...

Kao sto smo pokazali u teoremu 2., vrijedi 0 < {z} < 1. Stoga treba biti oprezan! Naime {z} ne izbacuje
(uvijek) decimalni ostatak. Pogledajmo sljedeé¢i primjer:

Primjer 5. Koliko je {—0.1} i {—9.9}7
1< -01<0=[-01] =—1={-0.1} =—0.1—(—1) = 0.9

—10< —9.9< —9=[-9.9] =—10= {-9.9} = —9.9 — (—10) = 0.1.
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Zadatak 3. Ako je x realan necijeli broj, dokazi da je {—z} + {z} = 1.

Programski jezici posjeduju i funkciju mod. Nju smo spomenuli u proslom broju u élanku o kongruen-
cijama. Kao §to smo rekli funkcija  mod y daje ostatak pri dijeljenju broja x s y. Uz funkciju mod dolazi
i funkcija div koju ¢emo prvu definirati.

, x
x divy = {—J )
Y

xmody::y~{z}.
)

Iz gornjih definicija vidimo da se funkcije mod i div mogu poop¢iti na realne brojeve. Nekad se jednostavni
zadaci s ostatkom mogu zamaskirati da izgledaju teski.

2
Zadatak 4. Nadi sve n € N za koje vrijedi n {@} =T.
n

Funkcija najmanje cijelo iliti [z]

Ovo je brat blizanac najvedeg cijelog: dok je |z] zaokruzivao na manje najmanje cijelo zaokruzuje na
vece.

Definicija 3. Najmanje cijelo ili [z] (,,strop” od x) je najmanji cijeli broj ne manji od z.

Sto to znaci? Ako je a = 9.9, onda je 9 < 9.9 < 10 pa slijedi [9.9] = 10 jer je 9 manji od a, 10 je
najmanji cijeli broj veéi od a. Svakom realnom broju pridruzujemo od njega vedéi cijeli broj. Sli¢no kao Sto
je vrijedilo kod |z ], vrijedi i ovdje.

Sto je s cijelim brojevima? Cijeli broj preslikava se u sebe. Naime cijelom je broju najmanji cijeli broj
ne manji od njega upravo on sam. Dakle [—4] = —4, [5] =5,. ..

Teorem 3. Ako za A € Z vrijedi A —1 <z < A, onda je [z] = A.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz definicije jer je A veéi od x, a A —1 manji od z, tj. A je najmanji cijeli broj veéi
od z. |
Primjer 6. Koliko je [1.2] i [—1.2]7

1<12<2=[12]=2;

—2<-12<-1=[-12] =-1.

Mozete li uociti kakvu vezu izmedu |z | i [x]? Koliko je [1.2] i [—1.2]?
11.2) =1 = —[-1.2];

[-1.2] = =2 = —[—(=1.2)].

Mozemo iznijeti sljede¢u tvrdnju.

Teorem 4. |z| = —[—z]i [2] = —|—=z].
Dokaz. Ako je x cijeli broj tvrdnja je dokazana. Neka je x ¢ Z i |x] = A. Tada je

A<z<A+1l=-A+D)<—zs<-A=[-zz]=-As |[-z|=—|z] = |z =—]-2]

Druga tvrdnja slijedi ako uvrstimo y = —x. |
Poslije ovog teorema nasa zainteresiranost za [x] prestaje jer se on lako moze iskazati preko |z]|. Funkcija
[x] rijetka je na ra¢unalima, no kada postoji najcesée se zove ceil.
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Funkcija zaokruzivanje (ocjena) iliti (x)

Na kraju ¢emo upoznati vjerojatno najcesée koristenu cjelobrojnu funkciju u Hrvatskoj. Mnogi su
dozivjeli (ili su to iskustvo sami prozivjeli) da netko strepi hoce li proéi onom ¢arobnim brojem 4.5. Dakle,
upravo smo stigli do funkcije §to zivot znaci! Ako je netko prosao sa 3.8, s koliko je zapravo proSao? Svi
¢e odmah reéi: 3.5 < 3.8 < 4.5 pa je on prosao s 4. To¢no! Upravo ste koristili funkciju zaokruzivanje!

Definicija 4. Funkcija zaokruzivanje definira se kao (x) := L:c + %J

Ovu funkciju jo§ zovemo i najblize cijelo zato §to pridruzuje realnom broju z njemu najblizi cijeli broj.
Mnoge su vjerojatno od samog pocetka ¢lanka mislili na ovu funkciju i bila im je ¢udna funkcija [z]. Ova
funkcija isto je tako esta u programskim jezicima i zove se round.

Primjer 7. Koliko je (2.55) i (—3.45)7
(2.55) = [3.05] = 3;
(~3.45) = |—2.95] = —3.

Poznavange funkcije (x) moze biti vrlo bitno. Na jednom polugodistu uw V. gimnaziji doslo je do frke
zbog toga $to je umjesto po funkciji Lx + %J racunalo je ucenicima zakljucéivalo zavrsne ocjene po funkciji
[x — %1 Na prvi pogled nema razlike, ali uvrstite li u posljednju funkciju x = 4.5, dobivate 4. Funkcija
zakljucuje na najblizi broj, ali je 4.5 jednako udaljeno od 5 i 4, pa zakljucuje na manje, dok funkcija (x)
zakljucugje na vece. Tako su mnogi inzistirali da im se izvjestaji s polugodista isprave. Greska na racunalu
je ispravljena do kraja skolske godine.

Svojstva |z| i {z}

Kad smo se upoznali sa svim razli¢itim cjelobrojnim funkcijama, $to mozemo zakljuciti? Najvaznije
funkcije su |z] i {z}, a sve ostale slijede iz njih. Zato ¢emo se sada upoznati s nekim njihovim svojstvima
koja bi bilo zgodno zapamtiti.

Teorem 5. Za x,y € R i z € Z vrijede sljedeta svojstva:
1. |z] <
2. |z +z] = |z] + %
3. [zt yl = (=] + [y];
4. (x>0,y>0) = [z y| > [z]- [y];
5. {x + 2} = {z}.

Dokaz. Neka jex = A+aiy=B+Db,gdjeje A= |z],a={z}, B=|y|,b={y}.

1. Slijedi iz definicije 1.
2.24+z=A4+z4+a=>A+z<z+z<A+z+1=|z+z|=A+2z=|z]|+z

3. Izz+y=A+B+a+bi(2.) slijedi [x+y|=A+B+|a+b] =|z|+ |y] +|a+b] > |z]+ |yl;
4. Mora biti A > 0,B > 0, dobivamo z -y = (A+a)(B+b) = AB+ Ab+aB +ab = |z-y| =
AB + |Ab+aB +ab| > [x] |y];

5.1z (2.) = |lz+z]|=z|+z={z+z2z}=0+z2z—|z+z]=0+2—|z] —z2=2— |z] = {z}. [ |
Za kraj pogledajmo nekoliko primjera zadataka s najveéim cijelim sa svih razina natjecanja.

Primjer 8. (HRVATSKA 1986.) Dokazi da za sve realne brojeve x i prirodne brojeve d i n vrijedi
ld" - z] —d|d" " x| = [d{z}] —d |d"H{z}].
Rjesenje. Neka je x = A+a (A= |z] i a ={z}). Tada je koristeéi svojstvo 2. iz teorema b.

ld" -z —d|d" " a|=d" (A+a)| —d|d"' - (A+a)| =
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= (d"A+ |d"a)) — (d"A+d|d" 'a]) = |d"a) —d |d""a].
Kako je a = {x} iz posljednjeg dijela jednakosti slijedi trazena tvrdnja. v

Primjer 9. Odredi sve realne brojeve x za koje vrijedi
o+ z] + (2)
{e} = 0
Rjesenje. Neka je A = |x| i a = {z}. Tada je
- A+a+ A+ (z)
B 10
Ako je a > %, onda je (x) = A+ 1; u suprotnom (tj. ako je a < %) je () = A. Gledajmo sada prvi slucaj.
Ako je a > %, onda je 9a = 34 + 1. Po teoremu 2. slijedi

= 9a = 2A + (z).

§3A+1<9:>5§3A—|—1§8:>4§3A§7:>A:2:>a:g:>x:2g.

Sada mozemo gledati drugi slucaj. Ako je a < %, tada je 9a = 3A pa iz toga po teoremu 2. slijedi

N ©

1 1
O§3A<§:>0§3A§4:>A:3iliA:O:>a:gilia:O:>x:Oilix:3§.

Zmnagdi, rjesenja su x1 = 0, xo = 2%, T3 = 3%. (Provjerite!) v

Primjer 10. (V. BRITANIJA 1998.) Dana je funkcija g : N — N, formulom g(n) = { J Odredi sve

n
Lv/n]
a € N takve da je g(a) > g(a +1).

Rjesengje. Napravimo tablicu sa prvih par vrijednosti funkcije g(n).

n [1]2]3]4[5[6]7[8]9
gm) | 1]2]3]2]2(3]3[4]3

Iz tablice vidimo da za a = 3 1 a = 8 vrijedi svojstvo da je g(a) > g(a + 1). Po ¢emu su posebni ti
brojevi? Pa a + 1 je potpun kvadrat! Dokazimo da vrijedi g(k? — 1) > g(k?), za k € Z. Znamo da je

k—1<VEZ_1<k= b/k?—w — k — 1. Dobivamo da je

k2 -1
k—1

g(kz—l):{ J:k+1.

Lako se pokaze da je g(k?) = k. Iz toga slijedi g(k? — 1) > g(k?). Uzmimo brojeve a i b = a + 1, takve
dajel? <a<b<(I+1)2—-1, gdjejel € N. Onda je |a] = L\/EJ = 1. Iz toga slijedi g(a) < g(a + 1).

Dakle, takvi brojevi su svi brojevi oblika a = k? — 1. v
U nekim zadacima s najveéim cijelim potrebno je koristiti brojevne zapise u bazama.

Primjer 11. Dokazi da funkcija f : Ny — Ny zadana formulom f(n) = UO”\/@ - 10 LlO”_lx/gj nije
periodicna.

Rjesenje. Sto ova funkcija zapravo daje? Opéenito sto funkcija f.(n) = |10z ] — 10 LlO”_li daje? Ona
daje znamenku koja se nalazi na n-tom decimalnom mjestu iza decimalne tocke. Moze li onda fukcija f(n)
biti periodiéna? Ne! U suprotnom bi broj v/3 bio racionalan. v

Nadam se da je ovaj ¢lanak mnogima razjasnio razlike izmedu |z |, [z], (z), round, trunc,...i {z}. Za
kraj evo par zadataka za vjezbu.

Zadatak 5. Dokazi da su svi ¢lanovi niza a, = {3"/2} razliciti.

Zadatak 6. Dokazi da jednadzba {23} +{y?} = {23} ima beskonaéno rjesenja u skupu ne cijelih racionalnih
brojeva.
UPUTE I RJESENJA NA STRANICI 38.

17



