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SaZetak: Laplaceova jednadzba odnosno mogucnost njenog brzog rjeSavanja i vizualizacije rjeSenja omogucuje uvid i
interpretaciju podataka kroz Sirok spektar znanstvenih podrucja. U geoinZenjerstvu Laplaceova jednadzba opisuje stacionarno
tecenje vode u tlu. Rad opisuje Laplaceovu jednadzbu, njeno rjesavanje metodom konacnih razlika, implementaciju te metode
u programski jezik JavaScript i vizualizaciju rjesenja pomocu HTMLS elementa canvas. Program je temeljito testiran
usporedbom dobivenih rezultata s analitickim rjeSenjem i rjeSenjima drugih programskih paketa. Zbog jednostavnog
korisnickog sucelja, raznolikih mogucnosti vizualizacije i lake dostupnosti preko web preglednika program je prikladan za
koriStenje u edukativne svrhe.
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Abstract: The ability to quickly solve and visualize solutions to Laplace equation enables insight and interpretation of data
across a wide spectrum of scientific areas. In the field of geoengineering Laplace equation describes steady-state groundwater
flow. This paper describes Laplace equation, its solution using the method of finite differences, an implementation of the method
into the JavaScript programming language and visualization of the solution using the HTMLS5 canvas element. The program
has been thoroughly tested by comparing the results with an analytical solution and solutions obtained by other software
packages. The program is suitable for educational purposes because it has a simple user interface, a variety of visualization
options and it can be run in any web browser.
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1. UVOD

Laplaceova jednadzba pojavljuje se u mnogim znanstvenim podrudjima, a zanimljiva je i u geoinzenjerstvu
jer opisuje stacionarno te¢enje vode u tlu. Na primjer, tecenje vode kroz temeljno tlo brane, teCenje vode kroz
nasutu branu, ili pak problem tecenja podzemne vode u gradevnu jamu. U svim tim sluCajevima, uslijed
znacajnih hidraulickih gradijenata, moze do¢i do pojave erozije tla ili ¢ak i do hidraulickog sloma kada tlo u
potpunosti gubi svoju nosivost. Nadalje, rjeSenje Laplaceove jednadzbe osnovna je polaziSna osnova za
modeliranje pronosa zagadivala kroz tlo.

Ovaj rad predstavlja osvrt na zavrsni rad studenta Filipa Streleca (Strelec 2018). Zavrs$ni rad izraden je na
Geotehni¢kom fakultetu Sveucilista u Zagrebu, pod mentorstvom doc.dr.sc. Ivana Hipa i izv.prof.dr.sc. Igora
Petrovic¢a. Cilj rada bio je razviti racunalni program koji rjeSava Laplaceovu jednadzbu i omogucava razlicite
nacine vizualizacije rjeSenja, a pritom je jednostavan za koriStenje i moze sluziti u edukativne svrhe. Program
koristi metodu konac¢nih razlika za rjeSavanje Laplaceove jednadzbe. Razvijen je u programskom jeziku
JavaScript, a vizualizacija rjeSenja implementirana je u HTMLS5 elementu canvas kako bi program bio lako
dostupan putem standardnog web preglednika.

Programski kod dostupan je na GitHub-u na adresi: https://github.com/filip4428/Laplace_zavrsni_rad, a
program se moze isprobati na adresi https:/filip4428.github.io/Laplace-zavrsni-rad/.

2. LAPLACEOVA JEDNADZBA

Laplaceova jednadzba je linearna homogena parcijalna diferencijalna jednadzba drugog reda koja se pojavljuje
u mnogim znanstvenim podru¢jima. Vaznu ulogu ima u elektrostatici, mehanici fluida i nauci o toplini. Pomoéu
Laplaceove jednadzbe mozZe se opisati ponasSanje elektrostatskih i hidraulickih potencijala i raspodjela temperature
kod stacionarnog vodenja topline.

INZENJERSTVO OKOLISA (2018) / Vol.5 / No.1-2 69



Strelec, F. et al. Numericko rjeSavanje i vizualizacija Laplaceove jednadZbe

2.1. Tecenje vode u tlu

Jednadzba kontinuiteta za nestlacivi fluid (vodu) kombinirana s Darcyjevim zakonom daje Laplaceovu
jednadzbu koja opisuje stacionarno tecenje vode u tlu.

Darcyjev zakon opisuje te¢enje vode u homogenom i izotropnom tlu. Uvrstavanjem Darcyjevog zakona
Bp = —k Vh(x,y,2) (1)

u jednadzbu kontinuiteta za nestlacivi fluid

U

P=0 2)

dobiva se da hidraulicki potencijal h mora zadovoljavati sljede¢u jednadzbu:

V- Vh(x, y,z) = 72 h(x, v,z) = Ah(x,v,z) =0 (3)
Pri ¢emu je
_ 02 92 92
A=+ s +— 4

Laplaceov operator (engl. Laplacian), a homogena parcijalna diferencijalna jednadzba
Ah(x,y,z) =0 Q)
je Laplaceova jednadzba.

Rjesavanjem Laplaceove jednadZbe (5) za odgovarajuce rubne uvjete moze se dobiti hidraulicki potencijal
h(x,v, z), aiz njega pomocu Darcyjevog zakona (1) moguée je izraCunati polje brzina ¥(x, y, z) te odgovarajuce
protoke koji nas najéesce zanimaju u inzenjerskoj praksi.

Za detaljniji opis problematike strujanja podzemnih voda vidjeti (Jovi¢ 2006).

2.2. Rubni uvjeti

Da bi se dobilo jedinstveno rjeSenje konkretnog fizikalnog problema treba postaviti rubne uvjete. Na rubovima
domene mogu se zadati vrijednosti potencijala ili temperature (Dirichletovi rubni uvjeti) ili vrijednosti prve
derivacije, to jest brzine strujanja fluida ili gustoce toplinskog toka (Neumannovi rubni uvjeti).

U implementiranom ra¢unalnom programu omoguceno je zadavanje proizvoljnih Dirichletovih rubnih uvijeta,
dok je za Neumannove rubne uvjete dopustena samo vrijednost nula. U tom slu¢aju garantirano je da ¢e program
uvijek konvergirati k rjeSenju. Problem s Neumannovim rubnim uvjetima je da se oni ne mogu zadavati
proizvoljno: s obzirom da je u Laplaceovu jednadzbu ugraden zakon o ofuvanju mase (jednadzba kontinuiteta),
odnosno zakon ocuvanja energije (ukoliko je koristimo za opisivanje stacionarnog vodenja topline) rjeSenje
Laplaceove jednadZbe postoji samo ako je ukupni protok (ili toplinski tok) kroz sve rubove jednak nuli (poopéenje
teorema 5.5 u Selvadurai 2000). U slucaju kad je jedina dopustena vrijednost za Neumannove rubne uvjete nula
(Sto odgovara nepropusnoj barijeri ili idealnom toplinskom izolatoru) uvjet da je ukupni protok kroz rubove
domene nula uvijek je trivijalno zadovoljen i program sigurno konvergira k rjesenju.

3. RIESAVANJE LAPLACEOVE JEDNADZBE METODOM KONACNIH RAZLIKA

Metoda konacnih razlika (diferencija) (Bronstejn i sur. 2004; Press et al. 1992) je jedna od metoda za rjeSavanje
rubnih problema kod obi¢nih i parcijalnih diferencijalnih jednadzbi uz pomo¢ racunala. Derivacije se
aproksimiraju kona¢nim razlikama, kako je to opisano u sljede¢em potpoglavlju, a vrijednosti funkcije, tj. rjeSenja
koje se trazi, definirane su samo u ekvidistantnim tockama koje se nazivaju ¢vorovi i koji u 2D slucaju ¢ine mrezu
ili resetku te se lako pohrane u memoriju racunala.

3.1. Aproksimacija derivacija kona¢nim razlikama

Derivacija je limes kad Ax tezi k nuli:

' — Jigyy JXHAX)—F(X)
£1G0) = fim 1 ©
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Taj limes nije moguce provesti u racunalu jer racunala nemaju beskonacno mnogo memorije, odnosno potrebno
je aproksimirati izraz (6) za slucaj kada su vrijednosti funkcije f poznate samo na kona¢nom broju to¢aka
(¢vorova) s nekim kona¢nim razmakom Ax.

Razvojem funkcije f u Taylorov red dobije se
fGr+4x) = f(x) + Ax f'(x) +58x2 f(x) + 2 4% £ (x) + 0(4x*) 7
Preslagivanjem ¢lanova prva derivacija moze se izraziti kao:
fr) = B0 _ 2 1) — 2422 £ (%) + 0(Ax®) ®)
Usporedbom sa (6) vidi se da je pogreska proporcionalna s Ax. Medutim, kombiniranjem Taylorovog reda (7) i

flx—A4x) = f(x) —Ax f'(x) + %sz f'(x) — %Ax3 " (x) + 0(4x*) 9)

Moze se dobiti bolja aproksimacija prve derivacije:

flx+ Ax) — f(x — Ax) = 24x f'(x) + §Ax3 f"(x) + 0(4x>) (10)
iz Cega slijedi
frx) = LI 2 2 () — 0(Ax*) (11)
Dakle, kod aproksimacije
, _ f(x+Ax)—f (x—4x)
f1(x) m L2100 (12)

pogreska je proporcionalna s Ax? $to je povoljnije od "naivne" aproksimacije (8).
Na sli¢an na¢in moze se dobiti i aproksimaciju druge derivacije "' (x).
Zbrajanjem (7) i (9) dobije se:
flx+Ax)+ f(x—Ax) =2 f(x) + Ax? f"(x) + 1—12Ax4 F®(x) +0(4x®) (13)

iz Cega slijedi:

F(x) = fx+ax)-2f(0)+f(x—4x) %szf(z})(x) _ O(Ax“) (14)

Ax?
Dakle, druga derivacija moze se aproksimirati s:

flx+Ax)-2f(x)+f(x—Ax)

@) ~ (15)

pri ¢emu je pogreska proporcionalna s Ax2.
Za opSirniju i rigorozniju diskusiju pogresaka vidjeti (Press i sur. 1992) i (Burden i Faires 1989).
3.2. Primjena metode kona¢nih razlika za rjeSavanje Laplaceove jednadZbe

Program omogucuje rjesavanje problema koji je definiran u dvije prostorne dimenzije. Laplaceova jednadzba
za potencijal h(x, y) koji je funkcija dvije koordinate x i y je
8%h | 8%h

mﬁ'ﬁ:() (16)

U potpoglavlju 3.1. izvedena je formula (15) za aproksimaciju druge derivacije:

3%f(x) _ fx+Ax)+f (x—4x)—=2f(x)
axz Ax? (17
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Uvrstavanjem (17) u (16) uz jednake razmake izmedu ¢vorova u x 1 y smjeru
a=Ax =Ay (18)
dolazimo do jednadzbe za izrac¢un potencijala pojedinog ¢vora (Lang i Pucker 2005):
h(x,y) = i[h(x +ay)+h(x—ay)+hlx,y+a)+hlx,y—a)l (19)

Potencijal svakog ¢vora u iteraciji n + 1 izracunava se na temelju vrijednosti potencijala susjednih ¢vorova u
prethodnoj, n-toj iteraciji na sljedeéi nacin:

RO D (6, y) = <[ A®(x + a,y) + AW (x — a,y) + R (x,y + a) + k™ (x,y — a) ] (20)

Da bi iteriranje bilo smisleno i uspje$no potrebno je definirati rubne uvjete koji se tokom iteracije ne mijenjanju.
Iteriranje traje proizvoljno, odnosno iterira se sve dok iznos potencijala pojedinog ¢vora ne konvergira do Zeljene
preciznosti.

4. IMPLEMENTACIJA U JAVASCRIPT-U

Programski jezik JavaScript je odabran za implementaciju zbog njegove jednostavnosti i dostupnosti. Za
vizualizaciju programske logike koristen je HTMLS canvas element. To je omogucilo da se program moze izvoditi
u obi¢nom web pregledniku neovisno o vrsti operacijskog sustava ili racunala na kojem se program izvodi.

U sljedecem potpoglavlju opisan je najvazniji dio implementacije, a cjelokupni izvorni kod programa dostupan
je na adresi navedenoj u uvodu ovog rada.

4.1. Implementacija metode konac¢nih razlika

Za implementaciju metode konacnih razlika u programski jezik JavaScript bilo je potrebno definirati dva 2D
polja. Jedno 2D polje koje ¢e u sebi sadrzavati vrijednosti potencijala u ¢vorovima koje je spremljeno pod nazivom
potencijal, te drugo 2D polje koje definira da li pojedini ¢vor sadrzi Dirichletov ("d") ili Neumannov ("n") rubni
uvjet, ili je pak obican ¢vor koji sadrzi vrijednost potencijala ("2"). To polje je spremljeno pod nazivom rubniUvjet.
Funkcija koja inicijalizira ta dva 2D polja zove se inicijalizacija():

function inicijalizacija () {
for (var i = 0; i < brojRedova; i++) {

potencijal[i] = new Array();

rubniUvjet[i] = new Array(),

for (varj = 0; j < brojStupaca; j++) {
rubniUvjet[i] [j]="h"
potencijalfi][j] = 0.0;
rubniUvjet[0][j] = "n";
potencijal[0][j] = 0.0;
rubniUvjet[i] [0] = "n";
potencijal[i] [0] = 0.0;
rubniUvjet[i] [parselnt(heightG-1)] = "n";
potencijallfi] [parselnt(heightG-1)] = 0.0;

/

/

for (varj = 0; j < brojStupaca; j++) {
rubniUvjet[parselnt(widthG-1)][j] = "n";
potencijal[parselnt(widthG-1)][j] = 0.0;

Uloga funkcije inicijalizacija() je takoder i definirati pocetne vrijednosti svakog elementa u polju. U pocetku
svi elementi polja potencijal su predefinirani na vrijednost 0, a elementi polja rubniUvjet su predefinirani slovom
"h", koje oznaCava potencijal. Svaki ¢lan koji se nalazi na rubu predefiniran je slovom "n" koje oznacava
Neumannov rubni uvjet. Nakon funkcije inicijalizacija() potrebno je implementirati funkciju koja iterativno

izra¢unava vrijednosti potencijala.
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Vrijednost potencijala u pojedinom ¢voru dobije se na sljedeci nacin:

1. Definiranje okolnih évorova oko trenutnog ¢vora za koji se racuna potencijal:

var desno = potencijal[i+1][j];
var dolje = potencijal[i] [j+1];
var lijevo = potencijalfi-1][j];
var gore = potencijallfi] [j-1];

2. Provjera da li ¢vor ne sadrzi Dirichletov ili Neumannov uvjet:
if (rubniUvjet[i] [j]==="d" || rubniUvjet[i] [j]==="n") { ... }

3. Provjeradalije Neumannov rubni uvjet u neposrednoj blizini trenutnog ¢vora za koji se racuna potencijal,
te ako je, ne uzima se vrijednost tog ¢vora jer to polje je Neumannov rubni uvjet, vec¢ se uzima vrijednost
trenutnog ¢vora

if (rubniUvjet[i+1][j]==="n")
{
desno = potencijal[i] [j];

if (rubniUvjet(i-1][j]==="n"")
s
2
lijevo = potencijal[i][j];
}

if (rubniUvjetfi] [j+1]==="n")
{
dolje = potencijal[i][j],

2
if (rubniUvjet[i] [j-1]==="n"") ’
{
gore = potencijalfi] [j];
/

4. Implementacija formule (20) iz potpoglavlja 3.2. za izracun potencijala u trenutnom ¢voru:
potencijalli] [j]=0.25*(gore+dolje+lijevo+desno),

Potrebno je, dakako, sav kod napisati u for petlji ugnijezdenoj unutar jos jedne for petlje kako bi se proslo kroz
sve ¢vorove.

Svakom iteracijom dobiva se tocnija vrijednost za pojedini ¢vor, a kada se vrijednosti potencijala u ¢vorovima
prilikom iteracija viSe ne mijenjaju znak je da je program je konvergirao k rjeSenju. Kolika je tocnost tako
dobivenog rjesenja analizirano je u poglavlju 6.

5. GRAFICKO KORISNICKO SUCELJE I ZADAVANJE RUBNIH UVJETA

Kako bi program funkcionirao na predvideni nacin potrebno je definirati parametre presjeka te rubne uvjete u
profilu. Parametri presjeka definiraju se na sljedeci nacin (radi jednostavnosti ulazni parametri resetke, odnosno
presjeka limitirani su samo na cijele brojeve):

1. Unos visine presjeka
2. Unos sirine presjeka
3. Definiranje broja ¢vorova po jedinici duljine.

Nakon uspjesno definiranog presjeka, korisniku se prikazuje HTMLS canvas element s iscrtanom reSetkom
profila (Slika 1), zajedno s trakom elemenata za interakciju s korisnikom koja je ¢vrsto ,,zalijepljena“ na lijevu
stranu prozora web preglednika.
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Numericko rjesavanje i vizualizacija rjeSenja Laplaceove jednadZbe
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Slika 1. Grafic¢ko korisnic¢ko sucelje

Sadrzaj trake s elementima za interakciju s korisnikom (Slika 2):

Prikaz iznosa potencijala pojedinog ¢vora
Prikaz vizualizacije rjeSenja bojom
Prikaz vektorskog polja brzina

Prikaz odredene ekvipotencijale

Najveca razlika izmedu dvije posljednje iteracije
Maksimalna vrijednost ¢vora

Minimalna vrijednost ¢vora

Odabir rubnog uvjeta

Upis iznosa Dirichletovog rubnog uvjeta
10. Broj iteracija

11. Gumb "Iteriraj"

12. Moguénost smanjenja i povecanja resetke

WA R WD =

Slika 2. Traka s elementima za interakciju s korisnikom
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Da bi se definirali rubni uvjeti potrebno je:
1. Kliknuti na rubni uvjet koji se Zeli definirati (Dirichlet, Neumann ili O¢€isti rubni uvjet) (element 8)
2. Upisati iznos rubnog uvjeta (ukoliko se definira Dirichletov rubni uvjet) (element 9)
3. S pritisnutom lijevom tipkom misa povlaciti strelicu (kursor) po elementu canvas, po ¢vorovima na
kojima se zeli definirati rubni uvjet.

Na rubovima presjeka moraju biti zadani Dirichletovi ili Neumannovi rubni uvjeti. Unaprijed je zadan
Neumannov rubni uvjet (smedi kvadrati), a korisnik ga moze zamijeniti Dirichletovim (plavi kvadrati). Rubni
uvjet ne mora nuzno biti samo na rubu pravokutnog presjeka (vidjeti profil na Slici 8).

Gumbom "Iteriraj" (element 11) iterira se rjeSavanje problema onoliko puta koliko je korisnik definirao upisom
broja iteracija (element 10). Najveca razlika iteracije (element 5) omoguéuje uvid u brzinu konvergencije profila
pracenjem najvece razlike vrijednosti istog ¢vora izmedu dvije posljednje iteracije u zadanom profilu.

Elementi 1, 2 i 3 omogucuju korisniku izbor nacina ispisa i/ili vizualizacije rjeSenja u HTMLS5 canvas
elementu.

Program omogucuje korisniku prikaz pojedine ekvipotencijale upisom vrijednosti potencijala te klikom na
gumb "Prikazi" (element 4).

6. USPOREDBA S ANALITICKIM RJESENJEM

Programe koji izvode numericke proracune potrebno je temeljito testirati. Idealno je ako postoji neki
jednostavniji problem kojeg je moguce rijesiti 1 analiticki. Ukoliko program ima poteSkoca s reprodukcijom
analitickog rjeSenja to ukazuje na ozbiljne pogreske u metodi ili na jednu i viSe pogresaka tijekom implementacije
metode u kod. U ovom poglavlju analizirana je konvergencija numerickog rjeSenja prema poznatom analitiCkom
rjeSenju za klasi¢ni problem stacionarnog vodenja topline u dvije dimenzije.

6.1 Opis problema

Stacionarno vodenje topline u trodimenzionalnom Kartezijevom koordinatom sustavu opisuje Laplaceova
jednadzba oblika

GEL) 220 GEL)
e torztoz"0 (19)

Ukoliko se proucava neki problem u kojem je jedna dimenzija daleko vec¢a od drugih, temperaturni gradijent u
tom smjeru je zanemariv. Primjer iz svakodnevnog Zivota je Sipka kojoj je dimenzija u smjeru z mnogo veca nego
u ostalim smjerovima.

2
Budu¢i da je % = 0 problem se svodi na nalazenje 2D polja temperature 8 (x,y) na presjeku Sipke. Dakle,
mora vrijediti:

920 | 9%0 _
ax2 = 0y?

=0 (20)

8=0 L

Slika 3. Presjek Sipke
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Za sljedece rubne uvjete poznato je analiticko rjeSenje:
D Lijeva strana: 8(0,y) =0 (0 <y < W)
(II)  Desnastrana: (L,y) =00 <y <W)
(III)  Donja strana: 8(x,0) =0 (0 <x <L)
(IV)  Gornja strana: 6,5(x, W) = 100 (0 <x < L)

Analiticko rjesenje (Pitts 1 Sissom 1998) je u obliku beskonacnog reda:

2 w0 (mD)M141 sinh? . nmx
Q(X, }’) = gg ;Zn:l n sinh™W Sin L (21)
L

6.2 Konvergencija metode kona¢nih razlika

Da bi ustanovili kako odstupanja od analitickog rjeSenja ovise o fino¢i resetke, tj. o razmaku izmedu ¢vorova,
proveli smo usporedbu rjeSenja iz programa s razli¢ito definiranim razmakom ¢vorova s analitickim rjeSenjem

(21) 7a 6, = 100, dimenzije presieka L = W = 1 tocku (5, ), vidjeti Sliku 4.

T 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
4557 £85 7773 £232 2491 2619 707 4741 $7.17 2659 491 2232 7773 s29 4357 0

2939 4328 597 665 70.52 7D49 7485 751 7486 THAY T0.82 6665 587 4828 2039 0

0.51 . . . . . . . . . . . . . . .

0 |1s69 2515 4514 5265 3853 5177 6251 6406 6251 6177 5863 5365 46.14 3515 1969 0
0.75 o | o « B . . . . . . o | o | @ . .

0 1423 2648 2608 4318 4318 5147 5233 5293 5033 5147 481s 4318 608 2648 1423 0
069 s | e . " . .| e " . " e | @ . .

U 1076 2045 2851 3481 2944 4259 4441 4500 L4441 4259 1944 2481 M5 2045 1076 0
063 < . . . . . w ® . . w " . . . .

D 835 1606 227 209 3219 2504 T2 ITIT T2 S04 3219 2809 227 1606 835 0
S5 - - - - - - - - . . - - - - - -
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Slika 4. Problem definiran u programu, s razmakom izmedu cvorova 0,0625
Analiticko rjesenje je izracunato zbrajanjem prvih 20 neparnih ¢lanova reda koristenjem programa SageMath
8.3., au naSem programu problem je rijeSen metodom konac¢nih razlika s razmacima izmedu ¢vorova: 0,25, 0,125,

0,0625, 0,03125, 0,015625 1 0,0078125.

Tablica 1. Odnos odstupanja od analitickog rjeSenja Ah i razmaka izmedu ¢vorova a

Broj ¢vorova po Razmak izmedu Vrijednost Odstupanje Omjer

jedinici duljine ¢vorova a potencijala Ah odstupanja
4 0,25 42,8571429 0,3456903

8 0,125 43,1053057 0,0975275 3,5445419

16 0,0625 43,1778991 0,0249341 3,9114108

32 0,03125 43,1965711 0,0062621 3,9817513

64 0,015625 43,2012660 0,0015672 3,9956981

128 0,0078125 43,2024413 0,0003919 3,9989408

analiticko rjeSenje 43,2028332 0
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Graf 1. Odnos razmaka izmedu évorova a i korijena odstupanja Ah

Kao sto je vidljivo iz grafikona 1. odnos korijena iznosa vrijednosti odstupanja v Ah i razmaka izmedu ¢vorova

a je gotovo linearan, tj. VA je proporcionalan s a, §to znai da je odstupanje Ah proporcionalno a2, potpuno u
skladu s rezultatom (14) iz potpoglavlja 3.1. Dakle, ako se prepolovi razmak izmedu ¢vorova dobije se Cetiri
puta manje odstupanje i kako se lijepo vidi iz grafikona 1. numericka rjeSenja (plave tocke) konvergiraju to¢no
prema analitickom rjeSenju (crvena tocka).

7.

VIZUALIZACIJA RJESENJA

U programu su omogucéeni ispis i vizualizacija rjeSenja putem HTMLS elementa canvas na sljedece nacine:

1.

2.

Ispisi vrijednosti potencijala u pojedinom ¢voru (Slika 4.). Ispisana vrijednost je zaokruzena na dvije
decimale, a sve raspolozive decimale mogu se dobiti dvoklikom na pojedini ¢vor.

Raspon minimalne i maksimalne vrijednosti potencijala prikazan je gradijentom boja, gdje plava boja
prikazuje minimalnu, a crvena maksimalnu vrijednost (Slika S.).

Prikaz vektorskog polje brzina (Slika 6.).

Prikaz ekvipotencijala (Slika 7.).

™
@
"o

0 R dirs rus s los 145 s 115 s s 10 s s e s 145 s s s s s s s s o

0 02 04 06 05 4 12 14 16 18 2 22 24 26 23 3 32 34 36 38 4 42 44 46 43 5

Slika 5. Vizualizacija vrijednosti potencijala gradijentom boja u definiranom profilu visine 5, Sirine 5,
s razmakom izmedu évorova 0,2
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Slika 6. Vizualizacija problema visine 5, Sirine 5
s razmakom ¢évorova 0,2 vektorskim poljem brzina
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Slika 7. Vizualizacija problema visine 5, Sirine 5
s razmakom izmedu évorova 0,2 ekvipotencijalama
ekvidistance 5

8. USPOREDBA S DRUGIM PROGRAMSKIM RJESENJIMA

Izracun programa opisanog u ovom radu (Slika 9) usporeden je i s rezultatima programskog paketa
SEEP/W za primjer procjedivanja kroz temeljno tlo ispod gravitacijske brane (Slika 8) opisan u (Stanojevic

2012).

Uzvodna strana brane
H=9m;
u /vy, (tlacna visina) = 3 m
z (geodetska visina) = 6 m
Nizvodna strana brane
H=6m;
u/Yw(tlacna visina) = 0 m
z (geodetska visina) = 6 m
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Slika 8. Skica numerickog modela gravitacijske brane (Stanojevi¢ 2012)
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Usporedba ekvipotencijala (Slika 12 i 13):

Slika 12. Ekvipotencijale (Stanojevic 2012)

Slika 13. Ekvipotencijale izra¢unate u nasem programu (razmak izmedu cvorova: 0,125

9. ZAKLJUCAK

Razvijen je program za numeric¢ko rjeSavanje i vizualizaciju rjeSenja Laplaceove jednadzbe koji koristi
metodu konac¢nih razlika. Usporedbom rezultata programa s analitickim rjeSenjem i rjeSenjima drugih
programskih paketa potvrdeno je da je program ispravno implementiran. Implementacija u programskom
jeziku JavaScript i HTMLS5 element canvas omogucuju vizualizaciju rjeSenja u bilo kojem modernom web
pregledniku, a sam program i njegov izvorni kod slobodno su dostupni za koriStenje na web adresama
navedenim u uvodu ovog rada.
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Zbog jednostavnosti korisnickog sucelja i raznolikih moguénosti vizualizacije te lake dostupnosti putem
web preglednika program je prikladan za koriStenje u edukativne svrhe. Studenti ga mogu koristiti kako bi
stekli intuiciju za rjeSenja Laplaceove jednadzbe i odgovarajuce probleme iz raznih podrucja znanosti i tehnike
kao $to su stacionarno vodenje topline i stacionarno te¢enje vode u tlu.
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