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Izvod jednadZbi diskretnog Kalmanovog
filtera
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Sazetak

Ovaj ¢lanak daje izvod jednadZzbi za diskretan Kalmanov filter koji
procjenjuje vektor stanja preko vektora ulaza i izlaza koriste¢i metodu
najmanjih kvadrata. Kalmanov filter ima vaZnu primjenu u inZenjer-
stvu.
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Abstract

In this paper we derive the equations of discrete-time Kalman fil-
ter which estimates state variables using input and output variables
by means of least square method. Kalman filter is very important for
applications.
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MinaeL Arari¢, Icor VEeLCié

1 Uvod

Kalmanov filter procjenjuje vektor stanja iz danih rezultata mjerenja. Pro-
cjene mogu biti prediktivne ili neprediktivne (filteri ili splineovi). Predik-
tivne procjene za vektor stanja u aktualnom trenutku koriste samo podatke
dobivene do nekog prethodnog trenutka, a neprediktivne procjene ili ko-
riste sve mjerne podatke do aktualnog trenutka (ukljucujudi i aktualni)
kada govorimo o filterima ili koriste mjerne podatke do nekog prethod-
nog trenutka i mjerne podatke iz nekih buducéih koraka kada govorimo o
splineovima. Mi ¢emo u ovom radu obraditi filtere.

Veliki problem kod procjena je pojavljivanje nepreciznih i neto¢nih mje-
renja koja sadrze Sum. Uz mjerni Sum postoji i procesni $um zbog kojeg
proces ne zavrsi to¢no u onom stanju koje je predvideno samim modelom
procesa. Ovakav problem se javlja pri znanstvenim i edukacijskim poku-
sima, tehnic¢kim i proizvodnim procesima. Rudolph Emil Kalman objavio
je rekurzivni matematicki algoritam za procjenu stanja dinamickih sustava
sa zaSumljenim mjernim signalima i varijablama stanja. Rije¢ filter koristi
se ovdje zbog ¢injenice da se pri procjeni stanja filtrira Sum iz podataka.

Kalman je svoju verziju algoritma objavio 1960. godine (vidi [4]) i od tada
Kalmanov algoritam nije izgubio na znacaju. Jedna od prednosti Kalmano-
vog filtera je rekurzivnost jer nije potrebno pamtiti sva prethodna mjerenja,
vec se u trenutnoj iteraciji koristi samo najbolja procjena prethodnog stanja
procesa koja je rekurzivno odredena na temelju svih prethodnih mjerenja.

Nakon $to je Kalman objavio svoj rad, znanstvenici iz NASA-e su prepoz-
nali potencijalnu primjenu Kalmanovog filtera za njihov projekt. Radilo se
o procjeni trajektorija i kontrolnog problema za Apollo projekt - misije do
Mjeseca i natrag. To je bila prva potpuna implementacija Kalmanovog fil-
tera. Kalmanov filter pronasao je veliku primjenu i kod digitalnih izracu-
navanja u sustavima upravljanja, navigaciji, pracenju i predvidanju putanje
objekta, robotici, itd.

Zbog mnogih prednosti ovog algoritma, postoje mnoge modifikacije ori-
ginalnog diskretnog Kalmanovog filtera. Zasigurno treba spomenuti konti-
nuirani Kalmanov filter namijenjen kontinuiranim sustavima i prosireni Kal-
manov filter koji rjeS8ava problem procjene i kod nelinearnih sustava. Za
objasnjenje Kalmanovog filtera i njegovih modifikacija u ovom radu, pro-
matrat éemo linearne diskretne stohasticke diferencijske jednadzbe s odre-
denim ulazom (kontrolom), ¢ija se rjeSenja nazivaju stanja. Pretpostavka algo-
ritma je da je mjerenjima dostupna samo reducirana informacija o stanjima
— odredena linearna funkcija koju nazivamo izlazi. Problem filtriranja se
svodi na traZenje najboljeg linearnog procjenitelja slucajne varijable stanja
kao funkcije slucajnih varijabli izlaza na nekom vremenskom intervalu ili
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u kona¢nom skupu trenutaka.

2 Kalmanovi filteri

Mnogi procesi opisani su deterministi¢ckim modelima. Medutim, ponasa-
nje realnog sustava nikada nije potpuno deterministicko jer na njega djeluju
razli¢iti poremecaji - Sumovi. Mjerenja odredenih veli¢ina stanja takoder su
u pravilu zaSumljena i nepouzdana.

Pretpostavljamo postojanje vremenski diskretnog procesa kojim se uprav-
lja odnosno koji se nadzire (takav diskretan proces moZe nastati i diskre-
tizacijom u vremenu nekog kontinuiranog procesa). Vremenski diskretan
linearan proces, koji nije potpuno deterministi¢ki, moze biti opisan dife-
rencijskom jednadzbom stanja i jednadzbom mjernog sustava na sljedeci
nacin
X = Pp—1X,—1 + Tk—1tp—1 + wi—1, )

Z = Hyxy + Dyug + g,

gdje je x; n-dimenzionalni slucajni vektor stanja koji sadrzi sve relevantne
veli¢ine u koraku k i pomnoZen n x n-dimenzionalnom matricom sustava
@y ¢ini homogeni dio diferencijske jednadZzbe stanja. Vektor ulaza u; u
koraku k je r-dimenzionalni vektor, koji se mnozi s n x r-dimenzionalnom
matricom ulaza I'y_;. Procesni Sum u koraku k je n-dimenzionalni slucajni
vektor wy, za koji pretpostavljamo da je normalni slucajni vektor oc¢ekivanja
nula.

JednadZba mjernog sustava pokazuje da je [-dimenzionalni slucajni vek-
tor izlaza zj takoder jednak zbroju I x n dimenzionalne matrice Hy pom-
nozene vektorom stanja xy, ! X r dimenzionalne matrice Dy pomnoZene
vektorom ulaza uy te [-dimenzionalnog slucajnog vektora vy koji predstav-
lja mjerni Sum u koraku k za koji pretpostavljamo da je normalni slucajni
vektor ocekivanja nula. U pravilu je | < n i matrica Hy je punog ranga .
To je razumno jer je mjerenjima dostupna samo reducirana informacija i
razlic¢ita mjerenja su linearno nezavisna.

Pretpostavlja se da se procesi (wy) i (vy) sastoje od nezavisnih slu¢ajnih
vektora i da su medusobno nezavisni. Napominjemo da za fiksni k same
komponente vektora wy odnosno vektora vy ne moraju biti nezavisne.

Ponekad se umjesto nezavisnosti zahtijeva slabiji uvjet nekoreliranosti.
No zna se da za normalni slucajni vektor vrijedi da su mu komponente
nezavisne ako i samo ako su nekorelirane (vidi [5]). Kao posljedica toga,
ako proces (wy)ren ima svojstvo da za svaki izbor ki, ..., k; € N slu¢ajni
vektor (wy,, ..., w,) duljine n x d ima normalnu distribuciju, tada je ne-
koreliranost ekvivalentna s nezavisnos¢u.
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Kalmanov filter procjenjuje stanje procesa u nekom vremenskom tre-
nutku k i koristi rezultate mjerenja. Kao $to smo rekli jedan je od problema
$to su mjerenja dobivena iz senzora ¢esto nepotpuna (matrica Hy u naSem
modelu ne mora biti regularna) i gotovo uvijek sadrze odredeni stupanj
Suma. U progjeni stanja procesa cilj je dobiti pouzdane vrijednosti varijabli
stanja procesa procjenjujuéi ih podacima dobivenima iz senzorskih ocita-
nja tj. rezultatima mjerenja. Model je odreden matricama (®y)x, (Tx)k,
(Hi)k, (D )k, koje su nam poznate. Indeks k za prve dvije matrice prima
vrijednosti u skupu INg dok za posljednje dvije matrice prima vrijednosti u
skupu IN (ili do neke fiksne vrijednosti M € IN). Pored toga, u izvodu jed-
nadzbi Kalmanovog filtera uzimamo da nam je poznata distribucija Suma
Sto se svodi na poznavanje matrice kovarijanci (Qg)x §j. (R)x (vidi (6)-(8) is-
pod). Pocetni uvjet za stanje xop moZe biti poznat ili nepoznat. Ukoliko nam
je nepoznat, uzimamo da je (normalan) slucajni vektor kojem poznajemo
ocekivanje i matricu kovarijanci Py (vidi primjer[4.T). U ovom slucaju pret-
postavljamo nezavisnost x( s procesima (wy ) odnosno (v ). Ukoliko nam je
poznat (deterministicki), tada je Py = 0. Naravno, kao $to smo napomenuli,
pretpostavka je da sunam u trenutku k poznate varijable ulaza {u, ..., uy}
i rezultati mjerenja koji su realizacije slu¢ajnih vektora {z1, ...,z }, alinam
realizacije slu¢ajnih varijabli Sumova nisu poznate. Same realizacije slucaj-
nih stanja (xx)x nam nisu poznate. Cilj je pronadi kvalitetnog procjenitelja
za vektor stanja kao funkciju slu¢ajnih vektora {z1, ...,z }.

Primjer 2.1. Zelimo procijeniti poloZaj nekog robota kojeg smo ostavili na
odredenoj poziciji pg i pocetne brzine by. Mjerimo mu poziciju pomocu
GPS sistema svakih At sekundi. Vektor stanja xj u trenutku k se sastoji od
vektora pozicije py i vektora brzine by; xy = (pg, bx). Robot izmedu dva
trenutka akcelerira sa sluc¢ajnom akceleracijom a; koja je normalni slucajni
vektor s poznatim ocekivanjem i varijancom (ocekivanje akceleracije ima
ulogu kontrole u sustavu). Pretpostavka je da su a; nezavisne slucajne va-
rijable. Diferencijsku jednadZbu vektora stanja moZemo zapisati u ovom
obliku

Pe = Pro1+ b 1A+ Sag 1 (AF)?
= pr_1+ b 1A+ 1E[m 1] (A2 + 3 (ax_q1 — E[ag_1]) (A1)?,
by = bx_1+a_1At

b1 + Elax—1]At + (a1 — E[ag]) At

)

GPS sustav moze dati to¢nu lokaciju do na odredenu preciznost; uzimamo
da je mjerenje realizacija slucajne varijable dane sa

Zk = Pk + Uk, 3)
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gdje je v normalan slucajan vektor s ocekivanjem nula. Pretpostavka je
da su vy medusobno nezavisni i da su nezavisni s procesom (a;). Lagano
se vidi da se gornji sustav (@), (3) moZe zapisati u obliku (I). U praksi su
nam u trenutku k poznati rezultati mjerenja tj. realizacije slucajnih vektora
{z1,...,2x}, a trazimo procjenu za vektor stanja x;. Kao $to smo napome-
nuli poznati sunam je jo$ pocetni poloZaj xg i o¢ekivanje i varijanca slucajne
varijable a; za svaki k.

3 Glavni izvod

S obzirom da je vektor ulaza uj kontroliran ili barem poznat uizvodu ¢emo,
zbog jednostavnosti, pretpostaviti da je u sustavu (1) vektor ulaza u; = 0.
Tada linearna diferencijska stohasticka jednadzba stanja (linearni stohas-
ticki dinamicki sustav) glasi

X = Qp_1Xp—1 + W1, 4)

gdje je xi slucajni vektor stanja u trenutku k, ®;_1 je tranzicijska matrica
iz stanja u trenutku k — 1 do stanja u trenutku k dimenzije 7 X n i wy_4
je slucajni vektor Suma duljine n. Linearna stohasticka jednadzba mjernih
rezultata je dana sa
zx = Hixe + o, )

gdje je slucajni vektor mjerenja z; duljine I, matrica Hy opisuje povezanost
izmedu stanja i izlaza i dimenzije je I X 1, a v je slucajni vektor koji pred-
stavlja mjerni sum i koji je takoder vektor duljine ! kao i slu¢ajni vektor mje-
renja. Slucajni procesi (wy) i (vy) se sastoje od nezavisnih slu¢ajnih vektora
i medusobno su nezavisni.

Pretpostavka je da su oba Suma nultih o¢ekivanih vrijednosti i da vrijedi
sljedece

Wy ~ N(Ol Qk)/ O ~ N(OI Rk)/ (6)
Elwyw[] = Qidy,  E[vxo]] = Ridy, 7)
E[wkv]-T] =0. (8)

Ovdje su Qi i Ry pozitivno definitne matrice dimenzijan x nil x I re-
dom, (5k]- je Kroneckerov delta simbol, a N(, X) oznacava normalan sluca-
jan vektor ocekivanja y i kovarijacijske matrice X. Uvjet (6) u potpunosti
odreduju distribuciju wy i vy za fiksni k, uvijeti (7) i () su uvjeti nekore-
liranosti, koji kao $to smo rekli, se ¢esto zamjenjuju ja¢im uvjetom neza-
visnosti. U slucaju nezavisnosti, uvjetima (6)-(8), u potpunosti su odre-
dene kona¢no-dimenzionalne distribucije procesa (x, zx)xen (Uz poznato
pocetno stanje xp).
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Diskretni Kalmanov filter (DKF) rekurzivno procjenjuje vrijednost i ko-
varijancu stanja linearnog stohasti¢kog dinamickog sustava. Procjenitelj
koji se temelji samo na znanju procesa prije trenutka k naziva se apriorni
procjenitelj stanja i oznacava s £x(—). Procjenitelj stanja koji je izra¢unat u
koraku k, koji je dodatno i funkcija od zj, naziva se aposteriorni procjenitelj
stanja i oznacava s i (+).

Kod procjena uvijek nailazimo na pogreske pa zato definiramo dvije vr-
ste greSaka (koje su slucajne varijable):

o Apriorna greska procjenitelja
e(—) = x — £k ().
e Aposteriorna greska procjenitelja
ex(+) = x — B (+).
Sli¢no, definiramo i dvije matrice kovarijance greSaka

o Matrica kovarijance apriorne greske procjenitelja
Pe(=) = Elex(=)eg (-)]- ©)
e Matrica kovarijance aposteriorne greske procjenitelja

Pe(+) = Elex(+)ef (+)]- (10)

3.1 Princip ortogonalnosti Kalmanovog filtera

Neka je Zy = {z1,2p,...,z¢} skup svih slucajnih varijabli koji modeliraju
mjerenja do trenutka k. Cilj je pronadi najboljeg procjenitelja stanja u tre-
nutku k i ponoviti to takoder za sljede¢i korak uz mjerenje zj 1. Najboljeg
procjenitelja ¢ini svojstvo minimalne varijance $to moZemo zapisati na na-
¢in

J(a) = E | (i —a)T (x — @) | 2
= E [|lxe —al| 2]
2e(+) = arginin](a)r
J(2x(+)) = min J(a). (11
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Kalmanov filter omogucava efikasno izrac¢unavanje stanja diskretnog line-
arnog procesa uz minimiziranje srednje kvadratne pogreske. MoZe se po-
kazati da je optimalan procjenitelj minimalne varijance upravo uvjetno oce-
kivanje

fe(+) =E [xk]Zk] .

Generalno govore¢i, uvjetno ocekivanje je tesko racunati i zahtijeva pozna-
vanje distribucije vektora (xy, Z;) za svaki k € IN. U praksi se ¢esto zado-
voljavamo najboljim linearnim procjeniteljem. Poznato je za normalni slu-
¢ajni vektor da je najbolji linearni procjenitelj jedne njegove komponente
u ovisnosti o drugim komponentama ujedno i uvjetno ocekivanje te kom-
ponente uz poznate ostale komponente. To ima za posljedicu da je u slu-
¢aju pretpostavke nezavisnosti Sumova najbolji linearni procjenitelj od xj
uz poznato Z; ujedno i uvjetno ocekivanje E [x¢|Z;] (uoéii da za pogetno
stanje xp moramo pretpostaviti da je deterministicko ili normalna slucajna
varijabla nezavisna sa Sumovima). No ukoliko se zadovoljavamo najbo-
ljim linearnim procjeniteljem (vidi ispod) onda je za izvod jednadZbi
Kalmanovog filtera dovoljna pretpostavka nekoreliranosti Sumova (pret-
postavka normalnosti od wy odnosno vy se tada moze zamijeniti time da
su to slucajni vektori o¢ekivanja nula i matrica kovarijanci Qy odnosno Ry),
$to ¢emo pokazati u ovom i sljede¢em poglavlju. U generalnom slucaju je
procjenitelj dan s bilo koja funkcija vektora iz Zy (vidi npr. [5]) pa je
bolji od najboljeg linearnog procjenitelja u smislu da je srednja kvadratna
pogreska manja. Iz ¢injenice da je optimalan procjenitelj dan s takav
da najbolje procjenjuje svaku komponentu vektora x; u skupu procjenitelja
sastavljenog od svih komponenata vektora u skupu Z; lagano se vidi da se
funkcija pogreske | u moZe zamijeniti s funkcijom | danom s

J(a) = E [(x — ) M(x — )| Ze]

gdje je My proizvoljna pozitivno definitna matrica (koja moze ovisiti o k),
te da to nece utjecati na optimalan procjenitelj (prisjetimo se takoder da se
svaka simetri¢na matrica moZe dijagonalizirati u ortonormiranoj bazi).

U ovom poglavlju Zelimo traZenje najboljeg linearnog procjenitelja inter-
pretirati preko Gram—Schmidtovog postupka ortogonalizacije. Skup slucajnih
vektora mjerenja {z1, z, ..., z4 } tvore unitaran vektorski prostor Z; zajedno
s operacijom definiranom sljede¢om formulom

(zi,zj) = E [zizﬂ .

Iako ova operacija nije skalaran produkt jer je rezultat matrica (rijec¢ je samo
o notaciji), treba je se interpretirati po komponentama (tj. treba se uzeti
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prostor sastavljen od svih slucajnih varijabli koje ¢ine komponente vektora
iz Zy; vidi izvod ispod) ¢ime onda dobijemo unitaran prostor. Vektorski
prostor Z; sadrzi sve linearne kombinacije komponenata d slucajnih vek-
tora Sto moZemo zapisati ovako

d
zf—{ZA@’v&emm}

i=1
Na tom vektorskom prostoru takoder se moze definirati skup vektora {01, 0y,

..., 04} koji ¢ini (4. ¢ije komponente ¢ine) ortonormiranu bazu pa vrijedi
sljedece

{01r02/~--r0d}r
(0;,0;) = E {oiojT] =0,
<oi10i> - I/

gdje {)'e I jedini¢na matrica. Navedenu ortonormiranu bazu ¢ine vektori
{0i}¢_,, koji su nekorelirani. Baza se moZe dobiti razli¢itim tehnikama, a
jedna od njih je i Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije. Kalmanov
problem se svodi na projiciranje x; u prostor Z tako da udaljenost bude
minimalna. Ovdje je

d
Zy = { ) Biz
i=1

VB; € R™ }

£1(+) je odgovarajuca aproksimacija koja pripada prostoru Z;. Sluéajni
vektor % (+) —xx mora zbog optimalnosti tada biti ortogonalan na pros-
tor Z;. Geometrijska interpretacija problema se svodi na to da je najbolja
aproksimacija vektora u nekoj ravnini njegova ortogonalna projekcija na tu
ravninu $to se moZe zapisati na nacin

(R (+) — xx,a) = (ex(+),a) =0,Va € Z &
Ehﬁ%ﬂ:&Wea. (12)
Drugim rije¢ima, aposteriorna pogreska optimalnog procjenitelja e, (+) nije
korelirana ni s jednom komponentom mjerenja {z1, z, ..., zx }, niti s bilo ko-

jom linearnom kombinacijom komponenata tih mjerenja, tj. geometrijski
receno okomita je na Z. Za tako odabrani £;(+) i funkciju pogresku |
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vrijedi sljedece
J(a) = E [l —al?],
2 (+) = argmin f(a),
ﬂEZk

J(2x(+)) = min f(a). (13)

ﬂGZk

Kao 3to smo ve¢ napomenuli, ako se pretpostavka nekoreliranosti Su-
mova zamijeni pretpostavkom nezavisnosti tada su definicije dane s i
ekvivalentne.

Kada promatramo nekoreliranost s obzirom na ortonormiranu bazu o;
(podsjetimo se da je za svaki k Zj razapet is {o1,...,0;}) iz slijedi
takoder izraz

E [(aek(+) - xk)oﬂ =0,Vie
E [xkoﬂ —E [aek(+)oﬂ Vi

Pomnozimo zadnji izraz s o; i sumiramo po i i dobijemo

k k
25 [fk(+)0ﬂ 0; = 215 [xkoﬂ 0;.
1= 1=

Posto £ (+) pripada prostoru Z;, £ (+) se moZe zapisati kao linearna kom-
binacija baznih vektora na nacin

k
(+) = ZE [xkoiT] 0;.
i=1

Da bi dobili rekurzivnu strukturu, navedenu sumu ¢emo podijeliti na dva
dijela na nacin

k—1
f(+)=YE {xko” 0; +E {xkoﬂ Ok
i=1
Koristedi @ mozemo zadnji izraz raspisati na nacin

k=1
() = Z E [(d)k,lxk,l + wk,l)oﬂ 0;j+E {xkoﬂ 0k
- k=1
=P, Z; E [xk_loiT] 0; + E [xkoﬂ 0k
=

=&, _1%_1(+)+E [xkoﬂ 0. (14)
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Clan E [wy_10! | nestane zato $to su mjerenja Z;_; nekorelirana sa slu-
¢ajnom varijablom wy_1 i o¢ekivanje od wy_1 je nula. Zadatak je nadi dru-
gaciji oblik izraza E [xo] | ox koji nece koristiti vektore oy zbog njihovog
prezahtjevnog ra¢unanja. Kao sto je ve¢ napisano, promatranu sumu podi-
jelili smo na dva dijela. Prvi dio pripada prostoru Z;_;, dok drugi pripada
smjeru nekoreliranog oy. TraZimo vektor koji je takoder smjera o, pripada
Z i ortogonalan je na Z;_,. Tada moZemo izraz E [xkok 0 zamijeniti tim
vektorom skaliranim s nekom matricom koeficijenata. Znamo da za pro-
¢jenitelja u trenutku k — 1 vrijedi sljedece

E [(xk,l - fk,1(+))zﬂ -0, Vi=1,... k-1
MnoZeéi zadnji izraz matricom ®;_; on postaje
E [(cbk—lxk—l - q’k—lfk—l(ﬂ)zﬂ =0, Vi=1,...,k-1
Koristimo opet () i ¢injenicu da je wy_1 nekorelirana sasvimz; zai < k—1
i dobijemo
E [(xk - cpk_laek_l(+))zﬂ =0, Vi=1,...,k—1.

Dobiveni izraz mnoZzimo matricom Hy. Koriste¢i (5)) i ¢injenicu da je vek-
tor v nekoreliran sa svim z; za i < k — 1 i o¢ekivanja nula, dobijemo

E [(zk - Hkq>k_1fk_1(+))zf] =0, Vi=1,...,k—1.

Vrijedi da je slucajni vektor zy — Hy®y_1£;_1(+) nekoreliran sa Z;_; i da
pripada prostoru Zj, posto je linearna kombinacija izraza koji pripadaju
Zy. Zato vrijedi

E [xkoﬂ or = Ky (zk — Hy®p_1%¢_1(+)), (15)

gdje je Ky matrica koeficijenata dimenzije n x . Naime, komponente vek-
tora o i komponente vektora z; — Hy®y_1%¢_1(+) pripadaju ortogonal-
nom komplementu prostora razapetog komponentama svih vektora u skupu
{01,...,0¢_1} tj. komponentama svih vektora u skupu Z;_; u prostoru ra-
zapetom komponentama svih vektora u skupu {01, ...,0x} tj. razapetom
komponentama svih vektora u skupu Z;. 1z toga slijedi da je svaka line-
arna kombinacija komponenata vektora o ujedno i linearna kombinacija
komponenata vektora zy — Hy®y_ 1% _1(+).
Iz i slijedi da vrijedi sljedeca rekurzivna relacija za %4 (+)

Be(+) = Pro18—1(+) + Ki(zx — HePr—185-1(+))- (16)
Sumandi u su nekorelirani (okomiti).
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Napomena 3.1. S obzirom da je £x(+) tj. svaka njegova komponenta, ge-
ometrijskim jezikom zapravo projekcija od svake komponente stanja x; u
prostor razapet svim komponentama vektora skupa Zj, lagano se vidi da
je £x(+) jedinstven.

3.2 Izvod algoritma Kalmanovog filtera

Jednadzba kombinira utjecaj apriorne procjene stanja i izmjerene ve-
li¢cine. Aposteriorna procjena stanja £;(+) je linearna kombinacija apri-
orne procjene stanja £ (—) i razlike izmedu aktualnog mjerenja zj i izraza
Hi%(—) pomnozene s matricom K.

Matrica Ky se zove Kalmanovo pojacanje, a slucajni vektor z, — Hy %y (—)
se zove mjerni rezidual. Kalmanovo pojacanje Kj je matrica veli¢ine n x [ i
cilj je izabrati takvu matricu koja minimizira kovarijancu aposteriorne gre-
ke procjenitelja. Optimalan odabir Kalmanovog pojacanja koji minimizira
utjecaj procesnog i mjernog Suma iznosi

Ky = Pe(—)H{ (HcPe(—)Hf + Ri) 1, (17)

$to ¢emo dokazati kasnije. Za sada uo¢imo da je matrica Hy P, (—)HF + Ry
sigurno regularna jer je Ry regularna, a HkPk(—)HkT pozitivno semidefi-
nitna.

Supstitucijom () u dobijemo

() = 2x(—) + Kic (Hixe + 0 — Hi®i (), (18)
gdje smo koristili
(=) = D1 (). (19)
Izraz (18) ubacimo u (10) ¢ime dobijemo
Pe(+) = E[((I—KiHg)(xe — 2(—)) — Kiwr)
(1= KeHy) (3 = £.(=)) = Keog) T
Ovdje treba primijetiti da je slucajni vektor x; — £;(—) apriorna greska

procjenitelja i nekoreliran je sa Sumom vy pa se zbog toga ocekivanje moze
raspisati na nacin

Pe(+) =(1 = KeHE [ (x¢ = (=) (31— 2(=))T] (1 = KieH) T
+ KyE[vpol |KL. (20)
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Iz (9) dobijemo
Pe(+) =(I = K Hi) Pe(=) (T = KiHi) T+ KeReK, (21)
gdje je Py(—) matrica kovarijance apriorne greske procjenitelja. Raspisujuéi
dobijemo
Pe(+) =Pe(=) — KxHiPo(—) — Po(—) HE K
+ K (HiPe(=) Hy + Ri)Ky (22)

Teorem 3.1. Optimalna vrijednost matrice Kalmanovog pojacanja - vrijednost
koja minimizira gresku u smislu metode najmanjih kvadrata je dana s (17).

Dokaz. Kalmanov filter je procjenitelj koji procjenu vrsi pomoc¢u metode
najmanjih kvadrata. Aposteriorna greska procjenitelja je ex(+) = xx —
£¢(+). Zelimo minimizirati ofekivanu vrijednost kvadrata norme te gre-
Ske (vidi (I3)). To je ekvivalentno minimiziranju traga matrice kovarijance
aposteriorne greske progcjenitelja Py(+). Uzimajuéi u obzir da je trag ma-
trice jednak tragu transponirane matrice, iz izraza dobijemo

tr (P(+)) = tr(P(—)) — 2tr(KeHiPe(—))
+tr(Ky (HPe (=) HY + Re)KY). (23)

Da bi postigli minimizaciju traga matrice promatramo izraz kao funk-
ciju Ky, deriviramo po K} i izjednacimo dobiveno s nulom tj. trazimo
K} koji zadovoljava

D [tr(Pe(+))] (Ke) =0,

gdje smo s D oznadili diferencijal. Uoci da za matricu V dimenzije n x [

vrijedi

Dy [tr(Pe(+))] (Kx) = —2te(VHeP(=)) + tr(V(HePo( =) Hy + Re)KY)
+tr(K (HePe(=)Hf +RVT).

Uzimajuéi u obzir da je trag matrice jednak tragu njoj transponirane matrice
dobijemo slijede¢u jednakost za svaku matricu V

tr(VHPc(—)) = tr(V(HcPe(—)Hy + Rp)K]),

iz Cega slijedi (sjetimo se da je na prostoru matrica dimenzije n x I jedan od
mogucih skalarnih produkata dans (A, B) + tr(ABT) ) sljedeca jednakost

(HyPe(—))" = Ki(HePe(—)HF + Ry),
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iz koje pak slijedi da K odreden s ([17). Kj za koji vrijedi (I7) je o¢ito tocka
jedinstvenog globalnog minimuma funkcije (uodi da je funkcija kva-
drati¢na u Ky s pozitivno definitnim vodeéim ¢lanom). Na ovaj nacin iz-
vedeno je optimalno pojacanje koje minimizira greSku procjene u smislu
najmanjih kvadrata. 0

Izraz se moZe pojednostavniti koristeci na sljedeci nacin. Najprije
zaklju¢imo iz da vrijedi

K Hy Pk (—) = K (HePe(—)Hf + R)KL.
Sada, koristeci opet ([I7), 22) postaje
Pe(+) = Pe(—) — Pe(—)H{ (HkPe(—)H{ + Re) " HPy(—)
= P (—) — Ky HiPe(—)
= (I = KxHi) Pe(—).

Dobivena jednadzba daje nam vezu izmedu apriorne i aposteriorne ma-
trice kovarijance greske. Potrebno je jo$ naéi jednadZbu koja ¢e izraziti ma-
tricu kovarijance apriorne pogreske preko matrice kovarijanci aposteriorne
pogreske iz prethodnog koraka. To ¢emo postiéi na sljedec¢i nacin. Najprije
uo¢imo da vrijedi (podsjetimo se (19))

ek+1(—) = X1 — L1 (—)
= (Qpxy + wy) — Oyt (+)
= CDkek(—i—) + Wy

1z ovoga slijedi

Pest (=) = E |eisr(<esr ()] = E | (Pren(+) + we) (Prew(+) +w0) T
Sada dobijemo
Pea(=) = E [exa(=)eera(—)T]
= E | @ger(+) (Pre(+))T| + Elwogeof]
PP (+)Pf + Q-

4 Algoritam diskretnog Kalmanovog filtera
Prethodno dobiveni algoritam Kalmanovog filtera ima dva koraka. Prvi

korak zovemo prediktivnim, dok ¢e drugi biti korekcijski. Rezultat predik-
tivnog koraka predstavljaju apriorne procjene stanja i matrica kovarijance
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apriorne greske procjenitelja. U korekcijskom koraku sustav dobiva infor-
macije o novim (realizacijama) mjerenjima i na osnovu tih informacija vrsi
korekciju apriornih pretpostavki. Rezultat korekcijskog koraka naziva se
aposteriorna procjena. Jednadzbe Kalmanovog filtera mogu se po tome
onda podijeliti u dvije grupe:

e jednadZzbe predikcije

R (=) = Pr_1 X1 (+),
Pe(—) = O 1Peq ()] + Qp1-

¢ jednadZbe korekcije

Ky = Pe(—)H{ (HyPe(—)H] + Ry) 1,
2(+) = 2 (=) + Kie(zx — Hite(—)),
Pi(+) = (I — KeHy) Pi(—)-

Nakon $to se mjerenjem dobije realizacija od z, ra¢una se Kalmanovo
pojacanje, aposteriorna procjena stanja i matrica kovarijance aposteriorne
greske procjenitelja. Aposteriorna procjena nakon jednog vremenskog ko-
raka odreduje apriornu procjenu u sljede¢em koraku. Nakon jedne iteracije
gore navedenih jednadzbi, proces se ponavlja.

Kada su matrice kovarijance Suma procesa Q i Suma mjerenja R kons-
tante, tada ¢e se i matrice kovarijance greske P i matrica Ky brzo stabilizirati
i ostati konstantni. Konac¢ni algoritam Kalmanovog filtera moze se zapravo
opisati pomocu beskonacne petlje u kojoj se cijelo vrijeme izmjenjuju obje
grupe jednadzbi s ciljem procjene trenutnog stanja procesa. Slijedi algori-
tam za procjenu stanja modela danog sa sljede¢im jednadzbama

X = Pp_1Xp_1 + W1,
zr = Hpxp + vg.

4.1 Koraci algoritma

1. Utrenutku k — 1 nakon $to je izmjerena realizacija varijable z;_1, treba
izra¢unati £_1(+) i Pe_q (+).

2. U trenutku k prije mjerenja realizacije od zi, izra¢unaju se apriorne
procjene £ (—) i Pr(—) koristeci formule

fk(—) = P11 (+),
Pe(—) = P 1P 1 ()P} + Qp1-

118



Izvop ]EDNADzBI DISKRETNOG KALMANOVOG FILTERA

3. U trenutku k ra¢cunamo optimalno Kalmanovo pojacanje na nacin

Ki = Po(—)Hf (HpPo(—)HY +Ry) .

4. Nakon mjerenja realizacije od zx, korigiraju se apriorne procjene £ (—)
i P¢(—) te se dobiju aposteriorne procjene %x(+) i Px(+) koristeéi for-
mule

2 (+) = & (=) + Ki(zx — Hi &k (—),
Pi(+) = (I — KeHy) Pi(—)-

Primjer 4.1. Pretpostavimo da je promatrani sustav sljedeceg oblika

1 1
Xk = |:0 l:| X1+ Wr_1,

Zy = [1 0] Xk + Uk,
gdje su Sumovi wy i v; odredeni svojstvom
k
we ~ N(O,1), v ~N (0,24 (-1)F),

i zadana je matrica
10 0
Fo= {0 10] ‘

Izra¢unat ¢emo za korake k = 1,2, 3,10,1000 vrijednosti matrica Py(—),
Pi(+) i Ki. Primijetimo prvo da nam je poznato

cpk_B ﬂ Ho=[1 0].
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Za korak k = 1 vrijedi sljedece

r T
1 1710 o]t 11", [1 0
P(=)=1o 1] [o 10} {o 1] +{o 1]
21 10
10 1)

k=[S0 o (o a3 1o o]ul)‘l

~ [0.9545
= 0.4545]

1 0] [0.9545 21 10

Pel+) = ([O 1} - {0.4545} [t O]> {10 11]
095 045
045 645"

Isto ponavljamo za ostale korake i tako dobijemo tablicu prikazanu dolje s
vrijednostima matrica Py (—), P(+) i K za korake k = 1, 2, 3, 10, 1000.

k| Ry Qx Pe(—) Ky Pe(+)
o (21 10) 0.9545 095 045
0 1 10 11 0.4545 045 645
A 931 6.9 0.7564 226 168
0 1 69 745 0.5608 168 3.57
Ll [ro (10.21 5.26) 0.9108 091 046
0 1 526 457 0.4692 046 211
o s [t0 (4.64 2.36) 0.6074 182 093
0 1 236 296 0.31 093 223
oo | 5 | (10 (4.64 2.36) 0.6074 182 093
0 1 236 296 0.31 093 2.23

Tablica 2.1: Vrijednosti matrica P(—), Py(+) i K¢ za korake
k=1,2,3,10, 1000

Vidimo da se filter ve¢ nakon desetog koraka stabilizirao.
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5 Algoritam diskretnog Kalmanovog filtera s
kontrolom

Kao sto smo ve¢ napomenuli u praksi se cesto javlja sustav koji sadrzi kon-
trolu koju oznac¢avamo s u;. Smatramo da nam je u; unaprijed poznata.
JednadZbe modela su dane s (I). Slijedi algoritam za procjenu stanja tak-
vog opcenitijeg modela, ¢iji izvod lagano slijedi iz prethodnih razmatranja.

5.1 Koraci algoritma

1. U trenutku k — 1 nakon $to je izmjerena realizacija varijable z;_1, treba
izra¢unati £x_1(+) i Pe_1(+).

2. U trenutku k prije mjerenja zj, izra¢unaju se apriorne procjene £ (—)
i P.(—) koriste¢i formule

(=) = Q1 X1 (+) + Tr_qup_q,
P(—) = ®p_1Peq ()] + Q1.

3. U trenutku k ra¢unamo optimalno Kalmanovo pojacanje preko for-
mule
Ki = Pe(—)Hy (HxPe(=)Hy + Re) ™

4. Nakon mjerenja zi, korigiraju se apriorne procjene £x(—) i Pr(—) te
se dobiju aposteriorne procjene £ (+) i P (+) koristeci formule

£ (+) = £x(—) + K (zx — Dy — Hite(—)),
Pe(+) = (I — KeHy) Pi(—)-

Zadatak 5.1. Nekaje model zadan s (4) i (B) i neka sunam u trenutku k dos-
tupne samo realizacije do trenutka r < k. Razmislite kako biste izra¢unali
procjenu stanja u trenutku k!

Uputa: Procjenitelj 7, (=), s > 0, za x,ysjedans £, (=) := Py ...
D%, (+).
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