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Neke nove nejednakosti za trokut

Sefket Arslanagic¢*

Sazetak

U ovom radu dokazujemo osam novih nejednakosti za trokut. Te
nejednakosti se temelje na jednoj dvostrukoj algebarskoj nejednakosti
koju dokazujemo u teoremu 1. U dokazima koristimo vi$e raznih jed-
nakosti koje se odnose na elemente trokuta. Neke od tih jednakosti su
dobro poznate.

Kljuéne rije€i: trokut, algebarska nejednakost, nejednakosti za tro-
kut, stranice, kutovi, visine, poluopseg, polumjer trokutu upisane i
opisane kruznice, polumjeri trokutu pripisanih kruznica, povrsina
trokuta

Some new inequalities for triangle

Abstract

In this paper we prove eight new inequalities for a triangle. These
inequalities are based on a double algebraic inequality that we prove
in Theorem 1. In the proofs we use a variety of equalities related to
elements of a triangle. Some of these equalities are well known.
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des, angles, altitudes, semi-perimeter, radii of incircle, circumcircle
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1 Uvod

Najprije ¢emo dokazati sljede¢i teorem:

Teorem 1.1. Akosu x,y iz > 0, tada vaZi nejednakost:

X+y+z Xy +yz+zx
> >3
3 2\ T3 2 VAR M

Dokaz. Lijeva nejednakost je nakon kvadriranja ekvivalentna sljedecoj ne-
jednakosti:

(x +y+2)* >3 (xy+yz+2x) ()
@x2+y2—|—zz—xy—yz—zx >0
& 20% + 27 +22% — 2xy —2yz —22x > 0
Sx-y P +y—27>+@Ez-—x>>0
Sto je tocno, pa je i nejednakost (2) to¢na.
Da bi dokazali desnu stranu nejednakosti (1)) koristit éemo dobro poz-

natu nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za tri pozitivna
broja:

xy+yz+zx > YIjE IR

/xy+yz+zx x2 2,2
o /xy+y32+zx > 3

Jednakosti u (1) vrijede ako i samo ako je x =y = z. O

2 Poznate jednakosti za trokut

Ovdje ¢emo dati vedi broj dobro poznatih (i neke manje poznatih) jedna-
kosti koje se odnose na trokut.

Za trokut ABC sa stranicama a,b i ¢, unutarnjim kutovima a, § i vy te
visinama hg, hy i hc, vrijedi sljededi niz jednakosti, gdjejea +b+c = 2s, r
polumjer trokutu upisane kruznice, R polumjer trokutu opisane kruznice,
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¥a, Ty i 7c polumjeri trokutu pripisanih kruZnica, a P je povr$ina trokuta.
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Falyre = s°,

Taly + Tpte + Fate =2,
(s—a)(s—b)(s—c)=sr?
(s—a)(s—=b)+(s=Db)(s—c)+(s—a)(s—c)=4(4R+7),
ab + bc + ac = s> + 1> + 4Ry,

s2 4+ 12 +4Rr
h h hey= ——urn——
a+ b"‘ c 7R s
27252
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hahy + hyhe -+ hahe = %

o B v 4R+r
gy gy tgy =———
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cosa +cosfB+cosy =1+ 4
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ctgictgictgzz;
4R
ctg % ctgg + ctg g ctg% + ctg% ctg )= r+ r,
a% + b* + c® = 252 — 2r2 — 8Ry,
2R —
sinzg + sng + sin? E R r,
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sin 2smzéSlrl 1= 15{2
sin 28m2é +szésm 5 Fein’Ssin® ] = S+1r6271;28m
cos §+coszﬁ+co3 5 41;;{”
cos’ 2 2'B+c0525 2—|—cos 2COS2% SW

Dokaz skoro svih ovih jednakosti mogu se naci u [1]], [3] i [4].

3 Nove nejednakosti za trokut

Uzimajudi u teoremu 1 da je

(x,y,z) € {(a,b,c),(s—a,s —b,s—c), (ha, hy, he), (ra, 15, 7c),

a B @ B v
(tg 5, t8 5, t8 o), (ctg 5, ctg 5 ctg ),

Z.B ) ( 2 & 2:3 )}

Y
—,sin ,sm L), (cos?=, cos f,cos —

(sin” 2 2 2 2

te uvazavajuci spomenute jednakosti dobivamo sljedece nejednakosti:

Nejednakost 1.
24 42
2s > §% + 1> +4Rr > YaRs.
3 3
Nejednakost 2.
5 [t (4R + 1) S 3
3~ 3 -
Nejednakost 3.
s? +r —|—4Rr > /252r >3 2521’2.
Nejednakost 4.
S IS/~
35 73
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Nejednakost 5.
4R +r 1 r
> — >}/ -. 7
3s T 3~ \/? @
Nejednakost 6.
s 4R +7r S
2> > 32, 8
3r — 3r — \Vr ®
Nejednakost 7.
2R~ \/s2+r28Rr \3/ r2
> >4 —=. 9
6R — 48R? — V 16R? ©)
Nejednakost 8.

4R +r 2+ (4R +7)* _ 5] s?
> > .
6R 48R2 — V 16R?

(10)

U svim ovim nejednakostima, jednakosti vrijede ako i samo ako je u pi-
tanju jednakostrani¢ni trokut.

4 Zakljucak

Nadam se da ¢e ovaj rad biti zanimljiv i koristan ¢itaocima koji pokazuju
vedi interes za matematiku. Neke od dokazanih nejednakosti ¢e ih mozda
inspirirati da i sami pokus$aju na sli¢an nacin pronaci neke nove nejedna-
kosti. Dakle, ovom radu ne manjka ideja 5to je mozda i najvaznije. S druge
strane, obilje jednakosti u vezi trokuta ponudenih u ovom radu, svakako ¢e
¢itaocima upotpuniti znanja iz ove oblasti matematike. Citaoce upucujemo
da posvete jedan dio paznje i ponudenoj literaturi.
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