v BERTRANDOV PARADOKS

Mislav Brneti¢, XV. gimnazija, Zagreb

Bertrandov paradoks jedan je od najpoznatijih problema za koji se nudi
vi$e rjeSenja od kojih sva djeluju to¢no. Joseph Bertrand naveo ga je u
svome djelu Calcul des probabilités. Problem glasi:

Kruznici je upisan jednakostranican trokut. Kolika je vjerojatnost da ce
nasumicno izabrana tetiva te kruznice biti dulja od stranice toga trokuta?
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Kako bismo mogli rijeiti ovaj problem, potrebno je razumjeti geome-
trijsku vjerojatnost. Ako imamo konacan broj jednako vjerojatnih dogadaja,
vjerojatnost odredujemo kao omjer broja povoljnih (Zeljenih) dogadaja i svih
mogucih dogadaja. Na slican ¢emo nacin odrediti i geometrijsku vjerojatnost.
Vjerojatnost da se nasumic¢no izabrana tocka neke duzine, kruznice ili povrsine
(ili bilo kojeg drugog objekta u geometriji) nalazi u Zeljenom dijelu odreduje
se kao omjer veli¢ine Zeljenog dijela i cijele duzine, kruznog luka ili povrsine.

Zadatak 1. Odredite vjerojatnosti sljedec¢ih dogadaja:

a) Naduzini AB nasumi¢no izabrana tocka T bliza je tocki A nego tocki B.

b) U dva sli¢na trokuta kao na slici (na rubu) s koeficijentom sli¢nosti 2 nasu-
mic¢no izabrana toc¢ka T nalazi se u manjem trokutu.

¢) Nasumicno izabrana toc¢ka unutar kvadrata je sjeciste dijagonala toga kva-
drata.

Rjesenje:
a) Neka je tocka P poloviste duzine AB . Bududi da zelimo da tocka T bude
— —  — 1
na duzini AP, rjeSenje je omjer duljina duzina AP i AB,atoje 3
1
b) RjeSenje je omjer povrsina manjeg i veceg trokuta koji iznosi = (k je koe-

ficijent sli¢nosti), odnosno Z
¢) Rjesenje je omjer povrsine Zeljene tocke (0) i svih mogucnosti (a%), a to je 0.
Za rjesavanje Bertrandovog paradoksa bit ¢e potrebna sljedeca jednostav-
na tvrdnja/zadatak.

Zadatak 2. Dokazite da je zadanom kruznicom jednozna¢no odredena duljina
stranice jednakostrani¢nog trokuta upisanog u tu kruznicu. (1)

Dokaz. Ako je zadani trokut upisan u kruznicu, to znaci da je ta kruznica tome
trokutu opisana.

2

MATKA 105.indd 2 @ 13.9.2018. 18:23:03



Dokazimo zadanu tvrdnju metodom kontradikcije, tj. pretpostavimo su-
protno:

Postoje barem dva jednakostrani¢na trokuta s razlic¢itim duljinama stranica
koji se mogu upisati u istu kruznicu. Prema poucku o sli¢nosti trokuta K-K, ta
dva jednakostrani¢na trokuta su slicna (imaju kutove jednakih veli¢ina), a koefi-
cijent slicnosti je razli¢it od 1 s obzirom da su stranice razli¢ite duljine. Medutim,
s obzirom da se duljine polumjera opisanih kruznica odnose u istom omjeru kao
i duljine stranica, zaklju¢ujemo da su duljine polumjera opisanih kruznica tih
dvaju trokuta medusobno razlicite. Ta je tvrdnja u kontradikeiji s pretpostavkom.
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Pokusajmo odrediti rjesenje Bertrandovog paradoksa. Ne izgleda tesko,
ali je li moguce pronadi vise razlicitih rjesenja?

1. rjeSenje Bertrandovog paradoksa

Nasumic¢no odaberimo jednu tocku A na kruznici. Konstruirajmo jedna-
kostranican trokut kojemu je jedan vrh u tocki A i koji je upisan u tu kruznicu.
Prema zadatku 2., duljina stranice toga trokuta jednoznacno je odredena.

Nasumic¢no na kruznici odaberimo tocku B, razli¢itu od tocke A, i na taj
nacin odredimo tetivu AB.

Tocke B, i B, predstavljaju
neke od mogu¢ih
polozaja tocke B.

Zadatak 3. Promatrajte polozaj tocke B na kruznici. Kolika je vjerojatnost da
je tetiva AB dulja od stranice toga trokuta?

Rjesenje: Lako je dokazati kako je duljina tetive AB veca od duljine stranice
trokuta ako i samo ako se tocka B nalazi na kra¢em kruznom luku T,T, pa je
trazena vjerojatnost omjer duljine kraceg kruznog luka T;T, i cijele kruznice.

S obzirom da su kruzni lukovi nad tetivama jednake duljine jednaki, trazena

1
vjerojatnost iznosi 3

2.rjesenje Bertrandovog paradoksa

Nasumic¢no odaberimo polumjer zadane kruznice i tocku T na tom polu-
mjeru razlic¢itu od sredista kruznice i koja ne pripada kruznici. Kroz tu tocku
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odredimo okomicu na taj polumjer. Krajnje tocke tetive A i B su sjecista kruz-
nice i okomice.

Konstruirajmo jednakostranic¢an trokut kojem je jedna stranica okomita na
odabrani polumjer (postojanje i jedinstvenost takvog trokuta jasni su iz konstruk-
cije). Prema Zadatku 2., duljina stranice toga trokuta jednoznac¢no je odredena.
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S Tocke T i T, predstavljaju
A, T, B, neke od mogucih
y polozaja tocke T.
D E
AT, B,
C

Zadatak 4. Promatrajte polozaj tocke T na duzini SC. Kolika je vjerojatnost
da je duljina tetive veca od stranice trokuta?

Rjesenje: Za svaku tocku T na duzini PC tetiva Ce biti kraca od duljine strani-
ce trokuta, a na duzini SP ce biti dulja od stranice trokuta. Zbog sukladnosti

trokuta ADPC i ADPS zaklju¢ujemo da je tocka P poloviste duzine SC. Tra-

— 1
Zena vjerojatnost jednaka je omjeru duljina duzina SP i SC te iznosi 5

3.rjesenje Bertrandovog paradoksa

Upisimo kruznicu zadanom trokutu.

Zadatak 5. Odredite duljinu polumjera jednakostrani¢cnom trokutu upisane
kruznice ako je duljina polumjera njemu opisane kruznice jednaka R.

Rjesenje: Oznacimo vrhove trokuta s A, Bi C, poloviste duzine AB sa P isredi-
$te upisane i opisane kruznice sa S. Upisana kruznica prolazi tockom P. Duljina
polumjera upisane kruznice r jednaka je duljini duZine SP , a duljina polumjera
opisane kruznice R jednaka je duljini duzine SA . Bududi da je trokut AAPS
pravokutan trokut s velicinama kutova 30°, 60° i 90°, omjer duljina duzina SPi

— 1
SA iznosi > pa je duljina polumjera upisane kruznice jednaka 7

Zadatak 6. Izaberite nasumic¢no to¢ku T unutar zadane kruznice, razli¢itu od
sredista, i konstruirajte tetivu kojoj je to poloviste.

Dokazite da je na taj nacin jednoznac¢no odredena tetiva.

Rjesenje. Pretpostavimo suprotno. Za neku tocku T' postoje barem dvije razli-
Cite tetive kojima je tocka T poloviste. Spajanjem krajnjih toc¢aka tih tetiva sa
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sredi$tem kruznice dobivamo dva jednakokracna trokuta pa je duzina koja spa-
ja srediste kruznice i tocku T okomita na svaku od tih tetiva, Sto nije moguce.

Konstruirajmo jednakostranic¢an trokut upisan u zadanu kruznicu kojem
je jedna stranica paralelna s tom tetivom. Duljina stranice toga trokuta jedna-
ka je duljini stranice zadanoga trokuta po (1).
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Tocke T, i T, predstavljaju
neke od mogu¢ih
polozaja tocke T.

Zadatak 7. Promatrajte polozaj tocke T i duljine tetive u odnosu na upisanu
kruznicu. Kolika je vjerojatnost da je duljina tetive vec¢a od duljine stranice
trokuta?

Rjesenje. Pomocu sli¢nosti lako je dokazati da je duljina tetive veca od duljine
stranice trokuta ako i samo ako je to¢ka T unutar upisane kruznice. Rjesenje
je omjer povrsina upisane kruznice i zadane kruznice, a to je (uz primjenu 5.

zadatka) 1 .
4

Primijetimo da u 2. i 3. rjesenju nasumicno izabrana tocka nije mogla biti
srediste zadane kruznice. Ako bismo izabrali srediSte zadane kruznice, tetiva
bi bila promjer. U 2. rjeenju tada bismo svaki promjer mogli izabrati na dva
nacina, a u 3. bi rjeSenju postojalo beskonacno mnogo promjera kojima je ta
tocka poloviste (tetiva ne bi bila odredena jednoznacno). Kako bismo izbjegli
te probleme, u zadatku mozemo iskljuciti promjere bez utjecaja na rjesenja.

1 1.1
Dobili smo tri razlic¢ita rjeSenja Bertrandovog problema: 33 i T

Je li moguce da ovaj problem ima viSe rjeSenja? Mozemo zakljuciti kako
vjerojatnost ovisi o metodi odabira tetive. Problem je §to metoda nasumicnog
odabira tetive nije odredena (koristili smo tri razli¢ite metode). Bertrand je
na ovaj nacin pokazao kako je potrebno jasno definirati metodu nasumicnog
odabira kako bismo jednoznac¢no odredili vjerojatnost. U ovom problemu, ako
bismo definirali metodu nasumi¢nog odabira tetive, dobili bismo jedinstveno
rjeSenje.
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