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ZASTO JE PCELINJE SACE OBLIKA
v PRAVILNOG SESTEROKUTA?

Jadranka Delac-Klepac, Zagreb
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| Slika 1.

r I 10 je pitanje koje je profesor Baltazar nasao na svojoj ploc¢i kada je usao
u razred. Kako su upravo tih dana u $koli ucili o pravilnim mnogoku-
tima, ucinilo mu se prikladnim zadrzati se na toj temi.

Pa, nije bas jednostavno pitanje. Za odgovoriti na nj trebamo malo vremena
i znanja iz povijesti.

Cim su ¢uli da ¢e poceti od povijesnih legendi, dvojica nestasnih uc¢enika
okrenula su o¢ima. Ipak, Baltazar se pravio da ih ne vidi.

Postoji legenda o tome kako je osnovana Kartaga. O tome u svojoj Enei-
di” pise i rimski pjesnik Vergilije. U vrlo davna vremena (9. st. p. n. e), princeza
Didona bila je, s nekolicinom svojih podanika, izgnana iz svoga grada Tira koji
se nalazio obali Libanona. Nakon nekoliko dana plovidbe iskrcali su se na obali
mora te dobili dopustenje nastaniti se na obali. Medutim, smjeli su svoje nastambe
izgraditi samo na zemlji koju su mogli ograditi bivoljom koZom.

SnalaZljiva je Didona izrezala kozu u tanke trakice i nacinila uze te tako
ogradila povrsinu u obliku polukruga buduci da je komad zemlje koji je priZelj-
kivala bio na samoj obali mora. Iskoristila je obalu kao promjer polukruga i tako
ogradila najveéu mogucu povrsinu na kojoj je potom nastao grad Kartaga.

Dakle, ako taj problem izrazimo matematickim jezikom, on bi glasio:

1. Od svih zatvorenih krivulja u ravnini koje imaju zadani i jednak opseg,
treba odrediti onu krivulju koja zatvara najvecu povrsinu.

Ve¢ su starogrcki matematicari nasludivali da je rjeSenje toga proble-
ma kruznica. Medu njima je bio, primjerice, Arhimed, ali je to matematic-
ki dokazao tek Bernoulli 1701. godine. Takve probleme odredivanja maksi-
malne povrsine uz zadani opseg krivulje zovemo izoperimetricki problem.
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Da to nije tako jednostavan problem, mozemo vidjeti promotrivsi sljede¢a dva
pravokutnika:

Neka su duljine stranica prvog pravokutnika 1 cm i 8 cm, dakle opseg mu
je 18 cm, a povr$ina mu je 8 cm?.

Duljine stranica drugog pravokutnika su 4 cm i 5 cm, dakle ovi pravo-
kutnici imaju isti opseg 18 cm, samo je povrs$ina drugog veca i iznosi 20 cm®.
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Proucimo sljedec¢u sliku:
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X xta Slika 2.

Dakle, prvi paralelogram na ovoj slici ima veci opseg, ali manju povr$inu
od kvadrata.

Iz donja dva pravokutnika (kvadrat i pravokutnik) mozemo zakljuciti da
od svih pravokutnika zadanog opsega (4x) kvadrat ima najvec¢u povrsinu.

Malo smo se priblizili problemu pcela i oblika saca.
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2. Sljedece pitanje na koje trazimo odgovor je — na koliko nacina moZemo
prekriti ravninu pravilnim mnogokutima, ali tako da izmedu njih nema
praznog prostora?

Ve¢ intuitivno dolazimo do odgovora koji ¢emo kasnije i dokazati. Na tri
nacina: kvadratima, jednakostrani¢nim trokutima i pravilnim Sesterokutima.
Promotrimo ta tri mnogokuta i pretpostavimo da su im opsezi jednaki (4x).
Kako im se tada odnose povrsine?
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Ocito je da od ova tri mnogokuta istog opsega pravilan Sesterokut ima
najvecu povrsinu.

Dakle, ako zelimo ustedjeti materijal (a to je vosak), najisplativije je na-
¢initi sace u obliku pravilnog $esterokuta. Naravno, pravilni osmerokut istoga
opsega ima jo$ ve¢u povrsinu, bas kao i kruznica, samo §to u tim slucajevima
ne mozemo prekriti ravninu tako da ne ostane praznog prostora izmedu tog
«poplocivanja”. Pokusajte se u to sami uvjeriti tako da nacrtate kruznice koje se
dodiruju i popunjavaju ravninu $estarom.

Dokazimo, dakle, da postoje samo ove tri mogu¢nosti:

Tvrdnja: Postoje samo tri nacina na koje moZemo prekriti ravninu pra-
vilnim mnogokutima tako da ne ostane praznog prostora izmedu njih (i

bez da kombiniramo viSe razli¢itih mnogokuta te radimo razli¢ite ornamenta
poput Esheral)
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Dokaz: Promotrimo mnogokut koji ima # stranica:

Zbroj veli¢ina kutova u mnogokutu mozemo izraziti na dva nacina koja

izjednac¢imo:
n-180°=360°+n-«a
° 1
a=180°— 2% ()
n
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Neka je k broj mnogokuta koji se
susrecu u jednom vrhu (slika 4). Ocito
je k > 3. Iz gornjeg izraza (1) mozZemo
zakljuciti sljedece:

Zan=3jea =60°

Zan=4 je a =90°. Slika 5.

Zan=>5jea =108°

Zan=6jea =120°

Znaci, u jednom vrhu mozemo imati 6 trokuta, 4 kvadrata ili 3 Sesteroku-
ta, kao na slici 4. Za n = 5 vidimo da dobiveni « ne ide cijeli broj puta u 360°,
$to znaci da pravilni peterokuti ne mogu ispuniti ravninu bez praznih dijelova.

Pokazimo jo$ da n mora biti manji od 6 ili jednak 6. Za broj kutova n koji
se susrecu u jednom vrhu vrijedi:

360°=k- (180° _ 360 ]
n

1=k-[1—1),k23
2 n

2 n 2

U tom intervalu su, dakle, slu¢ajevi koje smo upravo prodiskutirali.

Dakle, maksimalni prostor za pohranu meda osigurava sace ¢ija je baza u
ravnini na¢injena od pravilnih $esterokuta.

Iz razreda je doletjelo jo$ jedno pitanje:

Da, ok..., ali kako pcele znaju $to je maksimalna iskoristivost prostora i minimal-
na potrosnja materijala? Evolucija? Neka vrsta iskustva?

Medutim, za to pitanje vise nije bilo vremena — upravo je zvonilo za kraj sata.

Literatura:
1. .The Mathematical Universe”, William Dunham, John Wiley & Sons, 1994.
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