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[Watki broj 103 (ozujak 2018.) objavljena je mozga-

lica ZVIJEZDA. Trebalo je nacrtati neku zvijezdu, a
a+fB+y+0+e. Konacno, trebalo je odgovoriti na pitanje:
Sto mozete zakljutiti o zbroju veli¢ina tih kutova u razlici-
tim primjerima ovakve zvijezde?

Prvi dio zadatka rjesiv je mjerenjem i svatko tko se zna
sluziti kutomjerom uspjesno je zakljuc¢io da za svaku ovakvu
zvijezdu vrijedi a+ f+y+0+¢e=180°. Dokazati da je to uvijek tako moguce
je na vide razlicitih nacina. U nastavku teksta pokazat ¢emo neke od njih.

Za pocetak, podsjetimo se nekih ¢injenica:

1. Zatvoreni ravninski lik omeden duzinama koje su njegove stranice naziva-
mo mnogokut ili poligon.

2. Pravilni konveksni mnogokut ima sve stra-
nice jednakih duljina i sve unutarnje kutove
jednakih velic¢ina.

w

Dijagonale pravilnog peterokuta ABCDE
(Slika 2.) tvore pentagram, tj. peterokutnu
zvijezdu APBTCRDSEQ ¢ija je nutrina opet
pravilni peterokut PTRSQ.

4. Zbroj veli¢ina unutarnjih kutova n-terokuta
ra¢unamo prema formuli S, = (n—2)-180°,
pa za peterokut (n = 5) dobivamo
S, = (5—2)-180° = 540°. Slika 2.

5. Veli¢ina unutarnjih kutova pravilnog n-terokuta racuna se prema for-

—2)-180°
muli «, :L
540°
a, ==—=108°.
5

, §to znac¢i da za pravilni peterokut dobivamo

Uz oznake kao na Slici 2. vrijedi: |4PTR| =108° pa je
|LPTB| =180°-108°=72°. Budu¢i da je trokut ATPB jednakokracan
s osnovicom TP, zaklju¢ujemo da je [=180°-2-72°=36°. No, zbog
a=[=y=030=¢ vrijedi da je zbroj veli¢ina unutarnjih kutova u zvijezdi pra-
vilnog peterokuta jednak e+ f+y+d+e=5-36°=180°.
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Medutim, zvijezda iz mozgalice nije odredena dijagonalama pravilnog pe-
terokuta! Zato dokaz ¢injenice da je a+ f+y+0+&=180° treba provesti na
neki drugi nacin. Napravit ¢emo to na vide razlicitih nacina!

Dokaz 1. Uz oznake kao na Slici 3. u trokutu AACS
vrijedi @ + +|ZCSA| =180° paje | ZCSA| =180°—(ar +y).
Nadalje, zbog poucka o vanjskom kutu trokuta, vrijedi

|ZRSD| =180°—|ZCSA| =180°—[180°—(a+y)]=a+y
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Analognim zakljuc¢ivanjem za vanjske kutove trokuta
ABER zaklju¢ujemo da je | ZERD|=|ZSRD|=f+e¢.

Konac¢no, u trokutu ARDS vrijedi
|ZRDS|+|£SRD|+ 6 =180°, tj. f+e+a+y+0=180°,
$to smo i trebali dokazati.

Dokaz 2. Spojimo tocke A i B, kao na Slici 4. Oznaci- p Slika3.

mo veli¢ine dobivenih kutova | ZABP|=¢ i |£BAP|=6.

U trokutu ACEP vrijedi |LEPC| =180°— (8 + y) ,a
u trokutu AABP vrijedi |ZAPB|=180°— (¢ +6). Budu¢i
da vrijedi |4EPC| = |LAPB| (to su vr$ni kutovi), zakljucu-
jemodaje e+y=¢p+0.

Kona¢no, zbroj veli¢ina unutarnjih kutova u trokutu
AABD jednak je

|£ABD|+|£BDA|+|£DAB| =
=p+f+0+a+0=a+P+y+0+e=180°.

Dokaz 3. Na Slici 5. tockom E nacrtan je pravac p,
P || AD. Uz oznake kao na slici (i argumente sli¢ne oni-
ma u prethodnim dokazima - promatraju se vanjski

Slika 4.

Slika 5.
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kutovi trokuta AACS i ABDQ te kutovi uz presjecnicu) dobivamo da je
a+B+y+0+e=180°.

Dokaz 4. Zbroj veli¢ina unutarnjih kutova peterokuta PTRSQ iznosi 540°.
Uocimo li na Slici 6. trokut AEBR, zaklju¢ujemo da za veli¢ine njegovih unu-
tarnjih kutova (&,8 1 «a,) vrijedi €+ 8 =180°—¢, . Sli¢no, za trokut ADAT
vrijedi a+0=180°—¢,, za trokut ACEP vrijedi v +¢&=180°-0,, za trokut
ABDQ vrijedi 8+ 0 =180°—1y, iza trokut AACS vrijedi a+y =180°-j,.
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Zbrajanjem ovih pet izraza dobivamo
2(a+pB+y+0+¢€)=5-180°—(a, + B, +7, +0, +& ) =900° —540° = 360°
paje kona¢no a+fB+y+0+e=360°:2=180°.

Slika 6.
Za kraj, rijesimo jo$ dva .zvjezdana” primjera.

Primjer 1. U zvijezdi ABCDE (Slika 7.) vrijedi = 8, y =¢ i |AC|=|BE|.
Dokazimo da je |AD| = |BD| .

Slika 7.

Dokaz. Na slici uo¢imo trokute ABEG i AACF . Prema uvjetima zadatka
jea=p,y=¢i |AC| :|BE , §to znadi da su trokuti ABEG i AACF sukladni.
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Zbog toga vrijedi | ZBGE|=|ZAFC| i |BG|=|AF|. Nadalje zaklju¢ujemo da je
|£DGF|=|£DFG|, $to znati da je AGDF jednakokra¢an s osnovicom GF.
Dakle, vrijedi |GD|=|FD|. Zbrajanjem izraza |BG|=|AF| i |GD|=|FD| dobi-
vamo |BG|+|GD| =|AF|+|FD , odnosno |BD| =|AD| , §to je i trebalo dokazati.
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Primjer 2. U zvijezdi ABCDE (Slika 8.) vrijedi | ZACE| = 48°, | ZCFA| = 94°
i |[£AGD|=100°. Kolika je veli¢ina kuta ZADB?
A
Slika 8.

Rjesenje 1. Uz oznake kao na Slici 8., u trokutu AACF je a + 48° + 94° =
= 180° tj. @ =38°. Tada iz AADG nalazimo da je 0+38°+100°=180°, od-
nosno 0 =42°.

Rjesenje 2. Uz oznake kao na Slici 8. je |4CGH| =180°-100°=80°, pa
u trokutu ACGH vrijedi 48°+80°+|ZCHG|=180°, tj. |ZCHG|=52°. Dalje
vrijedi | /DHF|=52° i |£HFD| =180° - 94° = 86°, pa iz ADHF nalazimo da je
0+52°+86°=180°, odnosno & =42°.

Rjesenje 3. (moze i komplicirano!) Uz oznake kao na Slici 8., u trokutu
ABLG vrijedif +|£BGL| +|£BGL| = 180°tj. 8 + (180° - 100°) + (180° - ,) = 180°.
Odavde se dobiva da je 6, = 3 +80°.

Nadalje, u trokutu  FEK vrijedi &+|ZEKF|+|ZEFK|=180°,
tj. B+e+128°=180°. Odavde se dobiva da je y, =&+86°. Tada je
0,+y,=0+&+80°+86°,tj. 0, +y, = B+e+166°. U trokutu ACHG vrijedi
|£CHG|=180° - (80° + 48°) =52°, pa je a, =180°—52° =128°.

U trokutu AEBH vrijedi f+¢&+128°=180°,tj. f+&=180°—-128°=52°,
$toznac¢idajed, +y, = +e+166°=52°+166°=218°.
(Do istog zakljucka moguce je doci koriStenjem cinjenice da je zbroj
velicina unutarnjih kutova peterokuta KLGHF jednak 540°, pa je
0, +7, =540°—(100° +128° +94°) =540° — 322° = 218°).
Budu¢i da zbroj veli¢ina unutarnjih kutova cetverokuta DKLG izno-
si 360° tj. da vrijedi O0+y,+0,+100°=360°, zakljucujemo da je
8=360°—(y, +0, +100°) =360° — (218° +100°) = 42°.
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