VISE DOKAZA JEDNE ALGEBARSKE NEJEDNAKOSTI...

Vise dokaza jedne algebarske
nejednakosti i jedne
njene generalizacije

EDIN AJANOVIC', SEFKET ARSLANAGIC® I FARUK ZEJNULAHT?

U ovom ¢lanku dat ¢emo sedam zanimljivih dokaza jedne algebarske nejedna-
kosti i Cetiri dokaza jedne njene generalizacije. Za te dokaze koristit ¢cemo nejedna-
kosti izmedu sredina, aritmeticke i geometrijske, te geometrijske i harmonijske. Tu
je ijedan dokaz pomocu trigonometrije, kao i dva dokaza koristenjem tehnike dife-
rencijalnog racuna. Kod dokazivanja generalizacije koristit ¢emo Sturmovu' metodu,
pomoc¢nu nejednakost Minkovskog?, kao i princip matematicke indukcije.

Ta nejednakost glasi:

Neka su x, y >0 inekaje xy =1. Tada vrijedi nejednakost

(1+1J(1+lj24. (1)
x Y

Dokaz 1. Primjenjujudi nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine
za dva pozitivna broja, imamo da je

1
1+
x 1.2
>, Nl —=14+4—2—F—. (2)
2 X X Alx
Analogno dobivamo da je
1 2
l+—>—. (3)
vy
'Edin Ajanovi¢, Sarajevo
*Sefket Arslanagi¢, Sarajevo
*Faruk Zejnulahi, Sarajevo
*Jacques Charles Frangois Sturm (1803. - 1855.), francuski matematic¢ar
*Hermann Minkowski (1864. — 1909.), njemacki matematicar
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Mnozedi nejednakosti (2) i (3), dobivamo da je
(1+1j(1+1]2i=4,
O Ty

Vrijedi jednakost u (1) ako i samo ako je x = y =1.

$to je i trebalo dokazati.

Dokaz 2. Mnozeci izraze u zagradama na lijevoj strani nejednakosti (1), dobi-

vamo da je
(1+lj£l+lj=1+l+l+izz+l+l. (4)
X y Xy xy Xy

Sada, primjenjujudi nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za dva
pozitivna broja, imamo da je

1 1

Ty 111 2

T Ay (5)
2 Xy Xy Jxy

Sada iz nejednakosti (4) i (5) slijedi nejednakost (1).

Dokaz 3. Primjenjujuci nejednakost izmedu geometrijske i harmonijske sredine
za dva pozitivna broja imamo da je

2 B 2(x+1)(y+l) _2(x+y+xy+l) 2(x+y+2)_2

(Hljn_z _ _
X y X n y x(y+1)+y(x+1) xy+x+yx+y x+y+2
x+1 y+1

odakle nakon kvadriranja slijedi dana nejednakost (1).

Dokaz 4. Kako je x,y >0 1 xy =1, toje y:l,paimamodaje
X

(1+1](1+1J:(1+lj(l+x):1+l+x+1:2+x+l. (6)
x y X x x

Primjenjujuéi poznatu nejednakost (Vt > O) t +l 22 (t - 1)2 >0 na (6), dobiva-
mo danu nejednakost (1). t

Dokaz 5. Kako je x,y >0 i xy =1, to postoji a € (O,ZJ ,takodaje x =tgor i
2

y =ctga , paimamo da je
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. 2
i sina +cosa

e D)1 D) ) 1 | g cosa ) sina ) )
x y tgo ctga sina cosa sina cosa

1+si

_ 'sm2a: 2 >4,
sin2a sin2a
2

jerje 0 <sin2a <1.

Dokaz 6. Kako je x,y >0 1 xy=1,toje y:l,paimamo daje
X

(1+lj[l+l]=(1+lj(1+x)=l+l+x+l=2+x+l. (6)

X y X X X
Promatrajmo funkciju f (x) =2+x+ 1 na (O, +oo). Njena prva derivacija je
X

, 1
f (x) =1 —? >
pa imamo da funkcija

1
1. monotono pada za f'(x)<0<:)1——2<0:x<1,
X

1
2. monotono raste za f'(x) >01-—>0=>x>1.
x
Dakle, funkcija ima minimum za x =1 ioniznosi f (1) =4, §to je i trebalo dokazati.

Dokaz 7. (metoda Lagrangeovih® multiplikatora) Dani izraz na lijevoj strani ne-

jednakosti (1) mozZemo promatrati kao realnu funkciju f ( X, y) = (1 + lj(l + l}
x Y

dvije realne varijable x i y, uz uvjete x, y > 0 i xy = 1. Formirajmo sada Lagrangeovu
funkciju L(x, y;/l) , gdje je A Lagrangeov multiplikator. Imamo da je

L(x,y;/l):(1+lj(1+lj+ﬂ,(x~y—l),

X
a odavde Y
sza—Lz_—zl(1+lj+/1y. 7)
ox x y
Analogno dobivamo da je
L =8—L=_—21 1+ 4 ax. (8)
Yooy oy x

®Joseph-Louis Lagrange (1736. — 1813.), francuski matematicar
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Takoder, imamo da je
tooa
Odredimo stacionarne tacke Lagrangeove funkcije kao rjesenja sustava jednadzbi iz

(7), (8)1(9):

xy—1. )

-1 1 l+x 1
—2(1+x)+/1—:0:>/1:12(1+x):_x:_+1’
L =0 X X X X X
’ 2 1 x* 1 1
L =0 x| 1+— [+ Ax=0=2>A=—|1+—|=x+1 =x=—=x=%I,
X X X X
L, =0 |
xy=1y=—.
X

Kako su x, y > 0, to je x = y = 1 i A = 2. Ispitajmo sada karakter stacionarne tocke
(x, ) = (1, 1). U tu svrhu nadimo najprije parcijalne derivacije Lagrangeove funkcije

L(x, y; A) drugoga reda:
2
D=L aL—i(nlj, (10)

xx axZ x3

y
2
LyyzZy%z%(H—%} (11)
2
=2k L. (12)
7 ox0y x’y

Sada na osnovi dobivenih jednakosti (10), (11) i (12) izracunajmo Hessijan.

=L L —-L :i(nlj(nlj— 14—2 L2 a3

xx xy

L L

yx b4

xxyy Xy x3y3 x y x4}/ xzyz

Kako je D (1,1)=4>0 i D,(1,1)=16-1-4-4=7>0, to je (x,y)=(L1) tocka
minimuma uz dane uvijete, tj. vrijedi da je

f(xy) =[1+%)(1+ﬂ > f(1,1)=4,

§to je i trebalo dokazati.

Generalizacija. Neka je neN i neka su x,x,,..,x, >0 takvi da je
X, X, -...-x, =1.Tada vrijedi nejednakost

(HL](HLJm[HLJzz”. (14)
xl x2 'xn
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Dokaz 1. (analogon dokazu 1) Koriste¢i nejednakost izmedu aritmeticke i geo-
metrijske sredine za dva pozitivna broja, imamo da je

1
e 1 12
X.
i> - el+—>—=2. (15)
2 X, X, \/Z

1

Sada, primjenjujuci nejednakost (15) za i € {1,2,...,71} , imamo da je

n 1 2”
H[l - —j > =2"s
i=1 xi L
xi
VU
§to je i trebalo dokazati.
Vrijedi jednakost u (14) ako i samo ako je x, =x, =..=x, =1.

Dokaz 2. (Sturmova metoda) Neka je f (x1 VXX, ) = H[l + l} . Dokazimo
daje i X,

f(xl,xz,...,xn)zf(wlxlxz,wlxlxz,...,xn
1 1 1 1 1
S| 1+— || 1+— || 1+— |2| 1+ —
'xl xz xn «[Xlxz x
l+x, 1+ NES
©(1+ij(1+iJz e |1 | 0 IS =
X, X, XX, XX, 1/
I+x +x, +xx, 2xX,+2/xXx, +1<:>(\/— \/7

Posljednja nejednakost ocito je tocna pa funkcija f (xl, Xyyeens xn) = H[l + ij

(16)

— S

X.

i=1 ;

dostize svoj minimum kad su sve varijable medusobno jednake njihovoj geometrij-
skoj sredini, tj. f(x,,%,,...x )= f(LL..,1)=2 .

Napomena 1. Da bi dokaz 2 bio potpuno korektan, treba zaklju-
¢iti da funkcija  f (xl,xz,...,xn) ima minimum na zadanoj domeni
M= {(xl,...,xn):xi >0,ie {1,2,...,n}}. U ovakvim slucajevima najjednostavnije se

pozvati na Cantorov teorem: Neprekidna funkcija definirana na kompaktu (zatvore-
nom i ogranicenom skupu) u R” dostize minimum (i maksimum). Mali problem u
nasem slucaju predstavlja ¢injenica da skup M nije zatvoren. Medutim, to mozemo
nadici na sljedeci nacin. Stavimo da je M = M, U M, , gdje je

| 19

Poucak 75.indd 19 @ 17.10.2018. 19:04:56



PoucAk 75

Ml z{(xpxz’ -.,xn) eR": xl 'xZ .”xn :1/\(VZ < {1)2,“.)71})()@ Zzinj} ,
M, = {(xl,xz,...,xn) eR":x,x,x, =1 (3ie {1’2""’]1})(0 <xi <2i”]}

Skup M, je zatvoren (sve nejednakosti x, > — su nestroge) i ogranicen jer je npr.
2”

1 2
X =<2 2" =2
—_—
XX (XX, T

Jasno, ako (xl,xz,. eM onda (Jx Xy o] X, Xy 500 X, )eM jerje
1 .
Z—nSmm{xl,xz} <\xX, Smax{xl,x2 SZ" TANx X, XX, X, =X, X, =1

Sada na skupu M, mozemo primijeniti Sturmovu metodu, dok na skupu M, nejed-
nakost (14) oc¢igledno vrijedi.

Metoda koju smo ovdje koristili moze biti primijenjena i u raznim drugim situacijama.

Dokaz 3. Dokazimo najprije pomoc¢nu nejednakost Minkowskog:

\/H(a +b,) >dHa +§/Hb gdje su a,,a,,...,a,,b,,b,,..,b, > 0. (17)
i=1
o1z dﬁ

i a,+b

b

+</H i (18)

i1 a,+b

Primjenjujuci nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za n pozitivnih
brojeva, imamo da je

N a,

1

n Z
’i/H a, = a,+b, ’ (19)

b, a b
i < i L (20)
\/H a, b
Zbrajanjem nejednakosti (19) i (20) imamo da je

\/H a, +\/H b sl(i a +Z": b j:lz”:ai-i-bi:l.

i a,+b, i a,+b  n\‘Ta+b ‘Ta+b ) niga+b,

Dakle, vrijedi nejednakost (18), a samim time i nejednakost (17). Sada, stavljajuci u

nejednakost (17) daje a, =1 te b, :i, dobivamo da je
X,

1
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n/ﬁ[HLJZn/ﬁm/ﬁ;m:z,
i=1 X i=1 =1 X;

odakle nakon potenciranja s n dobivamo trazenu nejednakost (14).

Dokaz 4. (Princip matematicke indukcije) Dokazimo najprije pomo¢nu nejed-
nakost

(1+a)(1+a,)..(1+a,)> (1+‘“/a1a2...an )n, neN, aa,,...a, >0. (21)

Za n =1 nejednakost (21) ocigledno vrijedi. Dokazimo da vrijediiza n=2.

(1+a,)(1+a,)>(1+ alaz)za(\/a— az)zzo. (22)
(1+a,)(1+a,)..(1+a, )2 (1+3/aa,.a, )zk (23)

za svaki izbor pozitivnih brojeva. Tada je

(1+a1)(1+a2)...(1+a2k“)=(1+a1)(1+a2)...(1+a2k)(1+a2 1)(1+(12 2) (1+a2k+2k)'

Primjenjujuci induktivnu pretpostavku (23) dva puta na gornji izraz, a potom i
nejednakost (22), dobivamo da je

(1+al)(1+az)...(1+azk+l ) Z(1+2,k/ala2...a2k )2 (l+m)2
) 2
[ 042 )] 2| (1 Nt o ||

2k+1

Neka je

k

— 21\'+l
(1+ \/alaz...az A Do sl )

Ovime je indukcija zavriena za prirodne brojeve oblika # =2* (k eN ) Sada
krenimo unazad. Pretpostavimo da nejednakost (21) vrijedi za n+1 prirodan broj i

dokazimo da vrijedi i za n. Biraju¢i a , = {/a,a,...a, ,imamo da je
n+l
(1 +a, )(1 +a, )(1 +a, )(1 +%laa,..a, )Z (1 + ”*{/alaz...an Yaa,..a, )
= (1 +4/a.a,..a, )M )

odakle dijeljenjem sa zajednickim faktorom na lijevoj i desnoj strani posljednje ne-
jednakosti dobivamo da nejednakost (21) vrijedi i za n. Prema tome, nejednakost
(21) vrijedi za svaki prirodan broj n € N
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Stavljajuci u nejednakost (21) da je a, _1 za ie{l,Z,...,n} i znajudi da je

X,
1
X, "X, ...-x, =1, dobivamo trazenu nejednakost (14).
.. " 1 .
Napomena 2. Funkcija f(xl,xz,__,,xn) = H 1+— |, uzuvjete x,,x,,...x, >0
i=1 xi
i x -x,-..-x, =1, nije ogranicena. Naime, ako promatramo tocku

, tada je

_ I 1 1
(xl,xz,...,xn)— t,n%,n%,...,n%

. 1 L . 1 Y

ltlj)l(}f(t,n\l/;,...,nxl/;j—ltgl(‘)l(l+;j(l+ \/;) =+00.
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