PROBLEMSKA NASTAVA U VISOKOSKOLSKOM...

Problemska nastava u visokoskolskom
poucavanju matematike

TIHANA STRMECKI, LUKA MAROHNIC, DOMINIK JURKOVIC 1 IVAN MATIC!

Uvod

«Suvremena metodika nastave matematike ukazuje na razne mogucnosti za rje-
$avanje jednog od najvaznijih pitanja suvremene nastave matematike, pitanja razvoja
stvaralackog misljenja i stvaralackih sposobnosti ucenika.” (Kurnik, 2002.).

U Hrvatskoj se nastava ve¢inom odrzava na tradicionalan nacin koji je uglav-
nom usmjeren samo na kognitivno podrudje, pri ¢emu se afektivni i psihomotorni
aspekt zanemaruju. Predavac je postavljen kao srediSnja osoba odgovorna za uspjeh
studenata koji pasivno upijaju informacije, ne ispituju njihovu to¢nost, rjesavaju za-
dane zadatke i odgovaraju na postavljena pitanja. Za razliku od tradicionalne nasta-
ve, suvremena nastava tezi biti usmjerena na studenta kao sredi$nju osobu. Njegova
je obveza da «pita, raspravlja, istrazuje, zahtijeva, problematizira, suraduje s uciteljem
rjeSavajuci zadane probleme.” (Kurnik, 2002.) Nastava matematike tezi upravo ova-
kvom nacinu stjecanja znanja, zato je uvodenje problemske nastave u visokoskolsko
obrazovanje posebno vazno.

Problemska nastava je suvremen, visi nastavni sustav u kojem studenti aktivno i
samostalno rade, istrazuju i rjesavaju probleme za koje je potrebna primjena njihovih
razli¢itih matematickih sposobnosti. Predavanje zapocinje zadatkom koji zadaje pre-
davac, a usko je vezan uz nastavni program. Samostalno svladavanje gradiva uvodi
ucenika u istrazivacki rad, upoznaje ga s tehnikom samostalnog rada, pobuduje zani-
manje, te razvija kriticko misljenje, $to je motivacija za daljnje traganje, upoznavanje
i svladavanje novih spoznaja. Osim toga, tako orijentirana nastava omogucuje tecnu
komunikaciju predavaca i studenta, stvara dinamic¢nu i zanimljivu radnu atmosferu
koju studenti preferiraju vise nego klasi¢na predavanja, potice razvoj induktivnog
razmisljanja i pridonosi temeljitijem pamcenju naucenog.

Nastanak problemske nastave povezuje se s americkom projekt-metodom i pro-
blem-metodom (Poljak, 1977.), koje su razvili Dewey, Kilpatrick, Colling i drugi, dok
neki izvori (Poljak, 1977.) razvoj pripisuju simpoziju o problemskoj nastavi u New

'"Tihana Strmecki, Luka Marohni¢, Dominik Jurkovi¢ i Ivan Mati¢, Tehnicko veleuciliste u Zagrebu

| 57

Poucak 75.indd 57 @ 17.10.2018. 19:04:59



PoucAk 75

Yorku 1965. godine. Moze biti vodena na tri moguca nacina: da je vodi iskljucivo
predava¢, u kombinaciji predavaca i studenata, te da je vodi samo student, ovisno
o tezini zadanog problema i tematike koja se obraduje, te o razini znanja studenata.
Vazne karakteristike ove nastavne tehnike su da je metodologija ucenja fokusirana
na studenta, da se odvija u malim grupama, da su predavaci voditelji procesa ucenja,
zadani problem je stimulacija za daljnje ucenje i razvoj novih vjestina, te da se nova
znanja dobivaju iz u¢enja usmjerenog na samog sebe. Drugim rije¢ima, takva nastava
zahtijeva suradnju, predavac usmjerava proces i daje potporu, osvjestava slabija po-
drudja znanja studenata kroz rjesavanje problema i potice dvosmjernu komunikaciju
u nastavnom procesu.

Ovakve nastavne strategije dizajnirane su da omoguce studentima da na neki
nacin svojim aktivnim sudjelovanjem u predavanjima matematike nanovo izvedu
tehnike rjeSavanja i reproduciraju osmisljavanje dijelova matematike, za razliku od
opcije predavackog prezentiranja tehnike. U tome je uloga predavaca ogromna i
puno zahtjevnija od klasi¢ne. Pri takvom usmjeravanju sata predavac je na neki na-
¢in voditelj debate, motivator, ucitelj i suradnik. Na ovaj iznimno koristan nacin nije
moguce obraditi svaku temu zbog vremenske ogranic¢enosti unutar akademske go-
dine i koli¢ine gradiva. No, mudrim odabirom tema koje se razviju kroz problemski
orijentiranu nastavu, studenti dobivaju osjecaj ukljucenosti i motiviranosti.

Classroom Response System u Spanjolskoj

Jedan od primjera izvrsne primjene problemskog pristupa nastavi u visokoskol-
skom obrazovanju jest Classroom Response System (sustav za odgovore studenata),
koji se provodi na matematickim predmetima na Donostia Polytechnic College u San
Sebastianu (Donostia), pitoresknom gradi¢u Baskijske regije u sjevernom dijelu Spa-
njolske. Program mobilnosti na razini visokoskolskog obrazovanja, Erasmus, omogu-
¢ava da predavaci iz Hrvatske u funkciji gostuju¢ih nastavnika odrze vlastita predava-
nja, te sudjeluju u redovnoj nastavi kako bi prosirili akademske, znanstvene, kulturne
i socijalne vidike. Kliker sistem (kolokvijalni naziv CRS-a) baziran je na prezentaciji
problema grupi studenata, bez prethodne teoretske pripreme na predavanju. Svaki
prisutan student posjeduje mali daljinski — kliker (Slika 1.), kojim sukladno pitanjima
predavaca nudi svoj odgovor izmedu vise ponudenih opcija s projekcijskog platna.
Nakon $to svaki student ponudi svoj odgovor, slijedi rasprava u kojoj odabrani stu-
dent argumentirano objasnjava svoj odgovor. Tijekom rasprave neki studenti mijenja-
ju misljenje na temelju komunikacije s kolegama. Nakon $to predava¢ otkriva to¢an
odgovor, ponovo pokrece diskusiju o inicijalnom problemu. Studenti su nakon tako
provedene debate dovedeni do novog koncepta uz pomno vodstvo i otvoren je prostor
za teoretski dio predavanja. Slijedi novi tip tezih zadataka na projekcijskom platnu,
koji zahtijevaju primjenu upravo naucenog kako bi se postigao novi nivo razumijeva-
nja i zadrzavanja znanja. Ovakav interaktivan, neposredan i dinami¢an nacin nastave
odusevljava i studente i predavace, te omogucuje dugotrajniju pohranu znanja.
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Slika 1. Kliker koji se koristi u nastavi

Osim klikera, koji studenti preuzimaju u studentskoj referadi na pocetku aka-
demske godine te ga vracaju po zavrsetku nastave, moguc¢nost davanja vlastitih od-
govora nude i aplikacije na mobilnim uredajima, kao $to je Socrative. Unutar aplika-
cije postoji opcija za prijavu kao predavac ili kao student (Slika 2.). Predavaci imaju
mogucnost koristiti unaprijed pripremljene probleme, te prikazivati histograme stu-
dentskih odgovora, dok studenti imaju opciju mobilnog klikera kojim se odlucuju za
odgovore.

Lecturer's device \ Student's device

Muttiple Choice

Choose an answer

MEnscrees  Multiple Cholce

My room number

Votes 2

Waiting for responses. B
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C

Slika 2. Mobilna aplikacija Socrative”
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Prva je autorica promatrala nastavni sat predmeta Calculus u trajanju od 50 mi-
nuta, na temu kompleksnih brojeva. Osnovna ideja predavanja bila je predstaviti stu-
dentima fizikalne i inZenjerske probleme koji nemaju rjeSenja u skupu realnih bro-
jeva, kako bi ih, uz usmjeravanje predavaca, razmisljanjem i osmisljavanjem novih
tehnika rijesili. Predavac je za nastavni sat osigurao sve materijale i smislio aktivnosti
kojima su studenti nadopunjavali i nadogradivali potrebno znanje. Sluzbeni udzbe-
nik predmeta (Barragués, Arrieta, Manterola, 2010.) strukturiran je tako da svako
poglavlje zapocinje problemom koji se ne moze rijesiti do tada obradenim gradivom,
¢ime se pokazuje potreba za prosirivanjem znanja. Novi se koncept ne izlaze odmah
formalno, nego ga se izgraduje kroz niz aktivnosti kako bi se doslo do rjesenja.

Prvih pet minuta provjeravalo se razumijevanje domace zadace koju su studenti
dobili na kraju prethodnog predavanja kao pripremu. Kako bi to¢no rijesili nekoliko
pitanja s viSestrukim ponudenim odgovorima, kod kuce su trebali procitati uvodnu
nastavnu jedinicu Koncept kompleksnih brojeva iz udzbenika. Uobic¢ajeno je da pita-
nja ovog uvodnog dijela sadrzavaju osnovne definicije i algoritme koji su im poznati
otprije, opée matematicke Cinjenice koje ¢e se koristiti u tadasnjem predavanju, te
jednostavnije primjene navedenoga. Osim raznih motivacijskih primjera za definiciju
skupa C, uvod je sadrzavao i definiciju algebarskog oblika kompleksnog broja te pojas-
njenje povezanosti sa skupom RR. Svaki je student na uvodna pitanja odgovorio svojim
klikerom ili mobilnom aplikacijom, te dobio odgovarajuce bodove za to¢nost. Preda-
va¢ odmah pri skupljenim odgovorima na projekcijskom platnu u obliku histograma
prikazuje grupnu uspje$nost rjeSavanja ovih zadataka. Time dobiva trenutni uvid u
predznanje studenata i u nivo razumijevanja domace zadace. Na temelju odgovora
moze dodati slicne zadatke za prisjecanje pojmova, ili nastaviti dalje s predavanjem.

Slijedi primjer dvaju takvih uvodnih zadatka.

Zadatak 1. Odredite sjecista parabole zadane jednadzbom y = x* i pravca zada-
nog jednadzbom y = x - 1.

1+3i
a) sjeciSta ne postoje ~ b) x,, ZTI c) VxeR d) x,,=2,-1

Studenti su zadatak rjesavali samostalno. Za prvi ponudeni odgovor odluc¢ilo se
28 %, za drugi (to¢an) odgovor 61 %, za treci 11 % studenata, dok ¢etvrti odgovor nije
odabrao niti jedan student. Student-dobrovoljac koji je to¢no rijesio zadatak pojasnio
je svoj postupak ostatku grupe.

Zadatak 2. Odredite sva realna rjesenja jednadzbe x* +1=0.

a) x=1 b)VxeR c)nemarjeSenja d) x=-1

Pri individualnom rjesavanju, prvi ponudeni odgovor nije odabrao niti jedan
student, drugi odgovor odabralo je 10 %, tre¢i (to¢an) 85 % studenata i cetvrti 5 %.
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Nakon molbe predavaca da studenti koji nisu odabrali to¢an odgovor javno objasne
svoja razmisljanja, dobili su uvid u pogresku koju su napravili pri zaklju¢ivanju.

Sljede¢ih 10 minuta predava¢ dodatno pojasnjava koncept kompleksnih broje-
va, osnovne matematicke operacije, potenciranje i korjenovanje, prikaz u Gaussovoj
ravnini, trigonometrijski oblik, te ih povezuje s prethodnim gradivom. Naglasava se
povezanost podrucja kompleksnih brojeva s algebrom (osnovni teorem algebre), s
teorijom brojeva (Gaussovi cijeli brojevi, Pitagorine trojke), te se navode primjeri
primjene (npr. prikaz izmjeni¢nih veli¢ina induktivhog napona i struje, te fraktali).

Nakon toga sljede¢ih 30 minuta rjeSavaju se problemski zadatci kojima je cilj
da studenti primijene ono §to su upravo culi, da se provjeri koliko su razumjeli ili
da prosire dosadasnje steCeno znanje novim tehnikama. Ova se faza moze odviti na
nekoliko nacina. Prvi je da svaki student razmisli o zadanom problemu za sebe i, ne-
ovisno o grupi, odluci se za jedan od ponudenih odgovora. Drugi je nacin da preda-
va¢ formira manje grupe studenata i da svaka grupa dode do zajednic¢kog odgovora.
Tredi je nacin da svi studenti ¢ine jednu grupu i odluce se za jedan skupni odabir. U
svim trima nacinima studenti trebaju argumentirati svoje odgovore, pri ¢emu im je
dano dovoljno vremena za promisljanje. U svim slu¢ajevima predava¢ moze odgovo-
re prikazati na projekcijskom platnu u obliku histograma i time imati uvid u trenutno
znanje i razmisljanje svake pojedine grupe. Na temelju toga odlucuje se za novu temu
ili dodatno pojas$njavanje onoga $to se pokazalo nejasnim. Ovakav pristup zahtijeva
aktivnost ne samo $acice motiviranih studenata, nego svakoga od njih.

Nastavni sat zavrsava kratkim osvrtom predavaca, u kojemu se razrjeSavaju
eventualne sumnje nastale prilikom rasprave, te zadavanjem domace zadace za slje-
decu nastavnu cjelinu.

Slijede primjeri nekih zadataka postavljenih tijekom predavanja.
(1-i)"

N
(1 + z)

Zadatak 3. Odredite imaginarni dio kompleksnog broja z =

a) —8 b) 0 c) 8

Ovaj su zadatak studenti samostalno rjesavali i nudili individualna rjesenja.
Prvi ponudeni odgovor (koji je tocan) odabralo je 57 % studenata, drugi 21 %, treci
22 %. Nakon grupne rasprave uz vodstvo predavaca, razjasnjene su najcesce pogreske
prilikom racunanja, kao $to su greska predznaka ili odredivanja kompleksno konju-
giranog oblika.

Zadatak 4. Rijesite jednadzbu z—z —4i =0, gdjeje z=a+bi, a,beR.

a) z=2 b) z=2i c) z=-2i

Studenti su i ovaj zadatak rjesavali samostalno, te je 17 % studenata odabralo
prvi ponudeni odgovor, 64 % studenata drugi (to¢an) odgovor i 19 % studenata treci.

| 61

Poucak 75.indd 61 @ 17.10.2018. 19:05:00



PoucAk 75

Nakon grupne rasprave studenata, oni koji su ponudili neto¢an odgovor razumjeli su
kako se to¢no rjesava postavljeni zadatak.

Zadatak 5.

Skicirajte skup rjesenja neJednadzbe Re + Im 21 u Gaussovoj ravnini.

a)// c) y d)

Ovaj su zadatak studenti rjesavali u malim grupama po cetiri studenta. Prvi po-
nudeni odgovor odabralo je 19 % studenata, drugi 25 %, treci (tocan) 24 % i Cetvrti
32 %. Nakon toga predavac je formirao novu grupu od po jednog predstavnika svake
grupe, koji su medusobno diskutirali svako ponudeno rjeSenje. Nove grupe sljede¢im
su glasovanjem pokazale da je zadatak uspje$no rijesen s razumijevanjem.

Zadatak 6.
Odredite ono rjesenje jednadzbe z° =—1- i3 koje pripada prvom kvadrantu.

1 1 1
a) z=23cis z b) z=2 3cis iz c) z=2 3cis z
9 9 9

Ovaj zadatak studenti su rjesavali samostalno i 32 % ih je odabralo prvi odgovor,
37 % drugi (to¢an) odgovor, te 31 % treci odgovor. Predavac je pokazao histogram
odgovora i potom formirao parove studenata koji su imali razli¢ita misljenja da pro-
diskutiraju medusobno i ponovno zajednicki glasuju. U novom histogramu i dalje je
bilo parova koji nisu to¢no odgovorili, pa je provedena detaljna rasprava o svakom
koraku rjesavanja. Nakon toga je predavac zadao jos jedan slican zadatak, kako bi se
novo gradivo utvrdilo bez sumnji u postupak ili teoriju.

Pitanja koja se javljaju u problemskim zadatcima podijeljena su po tezini u Cetiri
kategorije. Prva kategorija je primjena poznatih algoritama na jednostavne probleme
(Zadaci 1.1i2.). Druga kategorija su problemi koji pokazuju potrebu da se uvedu novi
koncepti za pristup temi (Zadaci 1. i 2.). Treca kategorija su pitanja koja produbljuju
znanje o novim tehnikama i konceptima. Cetvrta kategorija su pitanja koja sluze za
pojasnjavanje gradiva koje se nije pokazalo dovoljno jasnim.

Nastava s kliker sistemom nosi 15 % ukupne ocjene, pri c¢emu se bodovi dobi-
vaju u uvodnom dijelu nastave kao provjera obavljene domace zadace i za aktivnost
na nastavi. Sljedecih 15 % bodova donose vjezbe u softverskom paketu GeoGebra, za
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primjenu gradiva koje se obraduje tijekom nastave, dok 70 % bodova nose parcijalni
ispiti tijekom akademske godine.

Nakon odslu$ane ovako stukturirane nastavne jedinice, studenti prepoznaju
vaznu ulogu problemski orijentirane nastave, te cijene trud predavaca koji je ulozen
u njenu organizaciju. Znanje ste¢eno kroz sustav odgovora studenata dugotrajnije je
i draze studentima od klasi¢ne nastave. Studenti lak§e samostalno uocavaju vlastite
nedostatke u znanju te povecavaju motivaciju za usvajanje novih tehnika. Istrazivanje
(Morais, Barragués, Guisasola, 2010.) je pokazalo da im se svida aktivna komunikaci-
ja s predavacem i kolegama, sudjelovanje u nastavi, te trenutna razmjena ideja o no-
vom gradivu. Na kraju krajeva, razvijaju vjestine koje su iznimno potrebne i cijenjene
u danasnjoj edukaciji - snalazenje u dinami¢nim konceptima koji zahtijevaju razvoj
njihovih profesionalnih, drustvenih i osobnih vjestina.

RjesSavanje problemskih zadataka uz primjenu ra¢unal-
nog softvera na Tehnickom veleugiliStu u Zagrebu

S ciljem postizanja boljeg razumijevanja tehnika matematickog modeliranja te
teorijskog dijela gradiva, u nastavi predmeta Matematika 1 i 2 u ak. god. 2017./2018.
na izvanrednom dodiplomskom stru¢nom studiju elektrotehnike na Elektrotehnic-
kom odjelu Tehnickog veleucilista u Zagrebu studentima je prezentiran softverski
paket Xcas (Marohni¢ & Orli¢ Bachler, 2017.; Parisse & De Graeve, 2018.) kao po-
magalo pri rutinskom racunu. Koriste¢i Xcas za izradu dijelova postupka koji su za-
htijevali deriviranje, integriranje, rjesavanje diferencijalnih jednadzbi, odredivanje
grani¢nih vrijednosti te primjenu Laplaceove transformacije, studenti su se mogli
bolje usredotociti na modeliranje tekstualno zadanih realnih (fizikalnih) problema
odnosno na strateSku primjenu teorijskog gradiva (teorema i definicija) prilikom rje-
S$avanja apstraktnih zadataka. Svaki je student dobio po dva zadatka u svakome od
dvaju navedenih predmeta koje je potom izradio u obliku seminarskog rada. Svaki
uspjesno obranjen seminarski rad vrednovao se u sklopu provjere znanja i time utje-
cao na zavr$nu ocjenu.

Svrha ovog pristupa bila je modernizirati nastavu matematike uvodenjem racunala
kao pomo¢nog alata prilikom racunanja. Xcas je matematicki alat opce namjene primje-
nom kojega se izrada rutinskih dijelova postupka rjesavanja znatno pojednostavnjuje.
Pritom se, dakako, od studenta i dalje zahtijeva razumijevanje zadatka te samostalno
stvaranje strategije postupka rjesavanja, $to ukljucuje ispravnu primjenu definicija i kri-
terija obradenih na predavanjima. Smatramo da ovaj pristup poboljsava razumijevanje
teorijskog (i svakako najvaznijeg) dijela gradiva budu¢i da se ono primjenjuje na nesto
sloZenijim zadatcima. Ra¢unalo u ¢itavom procesu ostaje iskljucivo alat, u istom smislu
u kojemu su to kalkulator i, nekada davno, logaritamske tablice te razli¢iti mnemonicki
i ostali postupci kojima se olak$avao racun. Razvojem raznih softverskih paketa za tzv.
simbolicku algebru (engl. Computer Algebra System) posljednjih desetljeca, mnogi su
sloZeni ali i dalje rutinski postupci u racunu postali znatno jednostavniji za provedbu.
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Vazno je napomenuti da se Xcas distribuira pod GNU/GPL licencom, §to ga svr-
stava u tzv. slobodni softver (engl. free software). Time je ovaj alat, ukljucujudi i izvor-
ni kod, besplatno dostupan svakome, a posebno studentima. Dodatno, spomenuta
licenca omogucava zainteresiranim osobama, npr. nastavnicima, da se ukljuce u ra-
zvoj samoga alata i time doprinesu modernizaciji provodenja matematickog racuna.

U nastavku navodimo nekoliko primjera zadataka koje su, u sklopu seminarskih
radova, izradili studenti. Zadatke je trebalo ispravno protumaciti i modelirati na od-
govarajuci nacin, a zatim racunski slozenije dijelove postupka izraditi na rac¢unalu.
Pritom su od koristi sljedec¢e naredbe ugradene u Xcas:

« limit,za odredivanje grani¢ne vrijednosti realne funkcije jedne realne varijable,

o diffiint,za odredivanje (n-te) derivacije odnosno (odredenog) integrala realne
funkcije jedne realne varijable,

« solve, zarjeSavanje jednadzbi te sustava polinomijalnih jednadzbi,

« dsolve, za rjesavanje nekih obi¢nih diferencijalnih jednadzbi prvog i drugog
reda (moze rijesiti sve tipove standardno obradivane u sklopu nastave),

o laplaceiilaplace, za odredivanje Laplaceovih transformata realnih funkcija
odnosno originala transformiranih izraza,

« plot, za prikazivanje grafova realnih funkcija jedne realne varijable.

Bududi da se ne mora usredotocavati na mehanicke, ra¢unske dijelove postupka
koje jednostavno treba provesti, student moze paznju usmjeriti na ispravnu primjenu
modela, interpretaciju zadanih parametara te organizaciju i detaljni opis postupka
rjeSavanja, kao i odgovarajuce tumacenje dobivenog rjesenja. Ukratko, racunalo se
koristi kad god je to prikladno, a vazno je i prije primjene odredene naredbe znati,
ako je to moguce, da rjesenje postoji te da ga doti¢na naredba moze izrac¢unati. Na
primjer, naredba dsolve moze rijesiti bilo koju linearnu diferencijalnu jednadzbu
prvog reda, a nelinearne opcenito ne moze (izuzetak je npr. Bernoullijeva diferenci-

jalna jednadzba).
Zadatak 1. Zadana je diferencijalna jednadzba
x-y'+(1—x)-y _xe .
1+x°

a) Odredite opce rjeSenje gornje jednadzbe.

b) Postoji li partikularno rjesenje koje se moze po neprekidnosti prosiriti na citav
skup realnih brojeva? Ako postoji, odredite to prosirenje i prikazite ga graficki na
segmentu [—1,1].

Postupak rjesavanja. Bududi da se radi o linearnoj diferencijalnoj jednadzbi prvog
reda, opce rjesenje dobiva se jednostavno primjenom naredbe dsolve. Dobiva se
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(1n(x2 +1)+C)-e’c
2x '

Student treba uociti da se za razlicite vrijednosti realne konstante C dobivaju
razlicita partikularna rjesenja te da niti jedno nije definirano u tocki x = 0. Medutim,
jedno se partikularno rjeSenje, naime ono za C = 0, moze dodefinirati u tocki x = 0
jer postoji limes u toj tocki (za C razlic¢ito od 0 limes sigurno ne postoji jer je brojnik
jednak C za x = 0). Taj se limes moze odrediti pomoc¢u naredbe 1imit, pa je to par-
tikularno rjesenje lako prosiriti na skup svih realnih brojeva.

Zadatak 2. Shemom na donjoj slici zadana je RLC mreza s dvije konture.

47T )F

]
@ u(t) 650 mH

Napon na izvoru jednak je u(t) = 120 sin(377¢) [V]. Odredite struje i , i, i i, u
ovisnosti od varijable t te ih prikazite graficki na segmentu od 0 do 15 ms. Zadatak
rijesite primjenom Laplaceove transformacije. Pretpostavite da su sve struje u trenut-
ku t = 0 jednake nuli.

Postupak rjesavanja. Problem najprije treba postaviti, koriste¢i Kirchhoffove
zakone, u obliku sustava linearnih diferencijalnih jednadzbi s konstantnim koefici-
jentima. Jednadzbe se tada transformiraju Laplaceovom transformacijom uz dane
pocetne uvjete. Prilikom transformiranja desne strane svake jednadzbe koristi se
naredba laplace. Dobiveni sustav linearnih jednadzbi rjesava se pomocu naredbe
solve ili l1insolve. Primjenom naredbe ilaplace za inverznu Laplaceovu tran-
sformaciju dobivaju se trazene struje, ¢iji se grafovi prikazuju pomoc¢u naredbe plot.

Zadatak 3. Velic¢ina P populacije odredene vrste ribe u nekom jezeru, izrazena u
tisu¢ama jedinki, mijenja se prema sljedecem modelu (tzv. logisticki rast):

d—P=k-P-(1—£j,
dt L

gdje je t vrijeme u godinama, L gornja granica veli¢ine populacije (buduci da jezero
ima ogranicen kapacitet) i k relativna stopa rasta godisnje. Pretpostavite da je L = 10
ik =0.3te daje u trenutku t = 0 u jezero pusteno 2 500 riba.

a) Odredite veli¢inu P nakon t godina. Prikazite graf te funkcije.

| 65

Poucak 75.indd 65 @ 17.10.2018. 19:05:00



PoucAk 75

b) Koliko je vremena potrebno da populacija dosegne veli¢inu od 8 000 jedinki?

c) Dodatno pretpostavite da se riba izlovljava brzinom od 400 komada godisnje.
Modificirajte jednadzbu logistickog rasta tako da opisuje ovu varijantu modela i
rijesite je, pa zatim prikazite graf dobivene funkcije P.

Postupak rjesavanja. U podzadatku a) treba postaviti i rijesiti Cauchyev pro-
blem s pocetnim uvjetom u t = 0. Rjesenje se dobiva jednim pozivom naredbe dso-
1ve, a graf se prikazuje pomoc¢u naredbe plot. Da bi se dobilo vrijeme u podzadatku
b), potrebno je rijesiti jednadzbu P(t) = 8 pomocu naredbe solve (rezultat se dobiva
u godinama). Na koncu, ako se riba izlovljava konstantnom brzinom, tada brzinu
promjene populacije dP/dT treba umanyjiti za taj iznos (tj. oduzeti 0.4 od desne strane
u jednadzbi logistickog rasta). Time jednadzba postaje slozenija, ali i dalje se moze
rijesiti metodom separacije varijabli, pa naredba dsolve daje to¢no rjesenje.

Zadatak 4. Realna funkcija f zadana je propisom

f(x):l-ln(ex_lj.

X X

a) Prosirite funkciju f po neprekidnosti do funkcije F definirane na ¢itavom skupu
realnih brojeva.

b) Pokazite da je funkcija F derivabilna u toc¢ki x = 0 i izracunajte F '(0).

c) Pokazite da graf funkcije F ima tocku infleksije s apscisom jednakom 0.

Postupak rjesavanja. Funkcija f ima limes 1/2 u tocki x = 0 ($to se dobiva ko-
ridtenjem naredbe 1imit). Prema tome moze se prosiriti do funkcije F dodefini-
ranjem. Da bi se pokazalo da je F derivabilna u x = 0, treba primijeniti definiciju i
pokazati da postoji limes izraza (F(h)-F(0))/h kada h tezi nuli. Primjenom funkcije
limit dobiva se rezultat 1/24, $to je trazena vrijednost F '(0). Da bi se pokazalo kako
F ima infleksiju u tocki x = 0, treba pokazati da je F ”(0) = 0 i da F "(x) mijenja pred-
znak kako x prolazi tockom 0. Posljednja tvrdnja slijedi iz ¢injenice da F’ima lokalni
maksimum u x = 0 zbog F ”(0) = —1/480 < 0.
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